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The String Method for Computing  

the Minimum Energy Paths (MEPs)  
เพชร ขนุเพชร1 

 

The string method เป็นวธีิเชิงตวัเลขเพ่ือใชค้ํานวณหา 

reaction paths  หรือ  minimum  energy  paths   (MEPs)   สาํหรับ 
เหตุการณ์ท่ีระบบมีกาํแพงพลงังาน (energy barrier) ขวางกั้น 

โดยทัว่ไป string method มี 2 รูปแบบ คือ 1. zero-temperature 

string method ซ่ึงใชค้าํนวณหา MEPs สาํหรับ smooth energy 

landscapes และ 2. finite-temperature string method  สาํหรับกรณี 
ของ rough energy landscapes 

วธีิเชิงตวัเลขหลายวธีิไดถู้กนาํเสนอข้ึนมาเพ่ือท่ีจะใช ้

คํานวณหา  minimum  energy  paths [1-3] วธีิการท่ีอาจจะกล่าวได ้

วา่ประสบความสาํเร็จมากท่ีสุดคือ nudged elastic band (NEB) [4] 

และ (zero-temperature) string method [3] สาํหรับในบทความช้ิน 

น้ีผูเ้ขียนจะขอนาํเสนอแนวคิดของ   string method  ซ่ึงไดถู้กเสนอ 
ไวโ้ดย E et al. [5] ซ่ึงถูกพฒันาต่อเน่ืองมาจากงานใน [3] เพ่ือท่ีจะ 
คาํนวณหา  MEPs สาํหรับ smooth energy landscape และตวัอยา่ง 

MEPs  บน  smooth energy landscapes  ท่ีผูเ้ขียนไดล้องคาํนวณไว ้
ตามตวัอยา่งและวธีิการตามท่ีใชใ้น [5] 

 
พลศาสตร์ของสตริง 

 
แนวคิดพ้ืนฐานของ   string   method  คือการเล่ือนสตริง 

(ซ่ึงหมายถึงเสน้โคง้ใน configuration space) ในแนวตั้งฉากกบั 

energy  surface  วธีิการน้ีจะหา  MEPs  โดยกระบวนการสองขั้น- 

ตอนคือการววิฒัน์จุดบนสตริงเร่ิมตน้  โดยการใชร้ะเบียบวธีิเชิงตวั 

เลขคือระเบียบวธีิออยเลอร์หรือรุงเง-คุตตา เป็นตน้   และการเช่ือม 

ต่อจุดของสตริง 

พิจารณาระบบซ่ึงสามารถบรรยายไดโ้ดย Langevin 

dynamics               

)1(),()( tqV
dt
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โดยท่ี  γ  คือสมัประสิทธ์ิความเสียดทาน และ  ξ  คือ Gaussian 

white noise ซ่ึงมีค่าเฉล่ียเป็นศูนยแ์ละสอดคลอ้งกบัทฤษฎีบท 

Fluctuation-Dissipation   

 
),(2)0()( tTkt jkBkj δδγξξ =  

 
โดยท่ี <…> หมายถึงการเฉล่ียบนอองซอมเบิลของ noises สถานะ 

metastables ของระบบจะอยูร่อบๆค่าตํ่าสุดของพลงังานศกัย ์ V 
และ      MEP    คือเสน้ทางการเปล่ียนสถานะท่ีเป็นไปไดม้ากท่ีสุด 

สาํหรับสมการท่ี (1)  

สมมติใหพ้ลงังานศกัย ์  V  มีสถานะตํ่าสุดอยา่งนอ้ย 2 
สถานะคือ A และ B เราตอ้งการท่ีจะหา  MEP ซ่ึงเช่ือมต่อระหวา่ง 
สองสถานะน้ี ให ้ψ  เป็นเสน้ทาง (path) หรือสตริง (ในท่ีน้ี) ซ่ึง 

เช่ือมระหวา่งสถานะ  A  และ  B  (A, B สามารถท่ีจะพิจารณาเป็น 
สถานะตั้งตน้และสถานะสุดทา้ยใน   configuration  space     ตาม 
ลาํดบั) เง่ือนไขท่ี  ψ  จะเป็น  MEP คือผลคูณระหวา่งψ กบัแรงใน 
ทิศทางท่ีตั้งฉากกบั ψ มีค่าเป็นศูนย ์กล่าวคือ 

 
                       )2(),()(0 ψ⊥∇−= V  

 
โดยท่ี  (...)        หมายถึงภาพฉาย  (projection)   ของ   (...)   ลงบน 

ระนาบซ่ึงตั้งฉากกบั ψ   วธีิการของ  string  method คือการววิฒัน์ 

สตริงในแนวตั้งฉากกบัพ้ืนผิวพลงังานดงัสมการ 

 
                                         

)3(),()( ψ⊥∇−= Vun

 

  

โดยท่ี  un   คือความเร็วในแนวตั้งฉากของสตริง ดงันั้นเราสามารถท่ี 

จะเห็นไดว้า่สมการท่ี (2) คือ stationary  state ของการววิฒัน์สตริง 
ตามสมการท่ี (3)  
  

1นกัศึกษาปริญญาเอก ภาควชิาฟิสิกส์ คณะวทิยาศาสตร์ มหาวทิยาลยัโทโฮคุ  
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ในลาํดบัถดัไปเราจะทาํการเขียนสมการท่ี  (3)   เสียใหม่เพ่ือใหง่้าย 
ต่อการคาํนวณเชิงตวัเลข เราสมมติใหส้ตริงถูกพาราเมไตรซ์โดยท่ี  

ψ:  ψ = {φ(α), α ∊ [0,1]}   เวกเตอร์หน่ึงหน่วย    τ ̂    ในแนวเสน้ 

สมัผสักบัสตริงสามารถท่ีจะเขียนไดเ้ป็น τ ̂(α) = φα/ |φα|โดยท่ี φα  

หมายถึงอนุพนัธ์ของ φ เทียบกบั α วธีิการพาราเมไตรซ์ท่ีง่ายท่ีสุด 
คือการพาราเมไตรซ์ใหค้วามยาวของส่วนโคง้ยอ่ยมีค่าเท่ากนัซ่ึงจะ

ทาํใหอ้นุพนัธ์ของ  φ   เทียบกบั  α   มีค่าคงตวั ภายใตก้ารพาราเม- 

ไตรซ์น้ีสมการท่ี (3) สามารถท่ีจะเขียนไดเ้ป็น 
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โดยท่ี  λτ ̂ = λ(α,t) τ̂(α,t)  คือตวัคูณลากรานจซ่ึ์งใส่เขา้ไปเพ่ือท่ีจะ 

บงัคบัการพาราเมไตรซ์สตริง      (ในท่ีน้ีคือความยาวของส่วนโคง้- 

ยอ่ยซ่ึงถูกนอมลัไลซ์)  ตวัคูณลากรานจท่ี์ใส่เขา้ไปน้ีจะไม่ส่งผลตอ่ 
การววิฒัน์สตริง  เน่ืองจากสตริงจะถูกววิฒัน์ในแนวตั้งฉากเท่านั้น 
แต่จะส่งผลตอ่การพาราเมไตรซ์สตริงและการเช่ือมต่อจุด    ความ 
ยากของสมการท่ี (4) คือการคาํนวณแรงในทิศทางท่ีตั้งฉากกบั φ 

เม่ือจะขา้มจุดอานมา้เราจะตอ้งคาํนวณเวกเตอร์หน่ึงหน่วยในแนว 
เสน้สมัผสักบัสตริงก่อนและหลงัขา้มจุดอานมา้ กระบวนการน้ีจะ 
ไปลดความแม่นยาํของกระบวนการทั้งหมด     (ผูอ่้านท่ีสนใจใน 
ประเด็นความเสถียรเชิงตวัเลข  (numerical stability)  น้ีสามารถท่ี 

จะศึกษาเพ่ิมเติมไดจ้าก [3, 6, 7])  เพ่ือท่ีจะลดความไม่แม่นยาํน้ีเรา 

จะแทนท่ีแรงในทิศทางท่ีตั้งฉากกบั φ ในสมการท่ี (4) ดว้ยแรงซ่ึง 
ประกอบดว้ยแรงในทิศทางท่ีตั้งฉากและขนานกบั φ กล่าวคือ 
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โดยท่ี 

 
                                                

)6()ˆ),)((( τϕλλ V∇+=
 

 

เม่ือ (.,.) คือผลคูณภายใน ณ ตอนน้ีเราไดโ้มเดลท่ีเหมาะสมสาํหรับ 

การคาํนวณเชิงตวัเลขเป็นท่ีเรียบร้อยแลว้  

ในกระบวนการหา  MEP ดว้ยวิธีการ string method จะ

ประกอบดว้ย 2 ขั้นตอนหลกัคือ 

1. การววิฒัน์จุดบนสตริง 

เราทาํการแบ่งสตริงเร่ิมตน้ออกเป็นส่วนยอ่ยๆ      โดยท่ี 

φ = {φi(t), i = 0, 1, 2, ..., N}   เราววิฒัน์จุดเหล่าน้ีภายในช่วงเวลา  

Δt ภายใตส้มการ 
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ϕ
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ถา้เราให ้ φi
n, i = 0, 1, 2, ..., N   เป็นตาํแหน่งของจุดบน 

สตริงหลงัจากการทาํซํ้ า n คร้ัง โดยการใชร้ะเบียบวธีิออยเลอร์ เรา

จะไดเ้ซตของจุดบนสตริงหลงัจากผา่นขั้นตอนท่ี  1 ไปคือ 

 
                                    

)8())()(( n
i

n
ii Vt ϕϕϕ ∇∆−=∗  

 

2. การเช่ือมต่อจุดของสตริง 

เราตอ้งการท่ีจะเช่ือมต่อจุด  {φi
* } ซ่ึงอยูบ่น  nonuniform  

mesh {αi 
*} ใหอ้ยูบ่น  uniform mesh  โดยท่ีจาํนวนจุดยงัคงเท่าเดิม 

ซ่ึงสามารถทาํไดด้งัน้ี  

(1) คาํนวณความยาวของส่วนโคง้ยอ่ยท่ีสอดคลอ้งกบั φi
* 

โดยกาํหนดให ้

,00 =s  

Niss iiii ...,,2,1|,| *
11 =−+= −

∗
− ϕϕ

 

และ mesh {αi
* } ไดม้าจากการนอมลัไลซ์ {si}กล่าวคือ  

 

Nii ss /* =α  
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(2)    เราใชก้ารเช่ือมต่อจุดเพ่ือท่ีจะไดจุ้ด        φi
n+1     บน  

uniform mesh  αi  = i/N    ซ่ึงสามารถจะทาํไดโ้ดยใชก้ารเช่ือมต่อ 

จุดแบบ   cubic spline  สาํหรับ  {(αi
*, φi

* ), i = 0, 1, 2,…, N }   (สํา 

หรับท่านผูอ่้านท่ีสนใจวธีิการเช่ือมต่อจุดแบบ cubic spline  

สามารถศึกษาเพ่ิมเติมไดใ้น [8]) เม่ือคํานวณไดจุ้ด  {φi
n+1, i = 0, 1, 

2,…, N }   ออกมาแลว้เราจะกลบัไปยงัขั้นตอนท่ี   1  และทาํซํ้ าไป 

เร่ือยๆจนกระทัง่ convergence 

 

ตวัอย่างการใช้ string method คาํนวณหา MEPs 

 

1. สาํหรับตวัอยา่งแรกของการใช ้ string method 

เพ่ือท่ีจะคาํนวณหา MEP เราจะพิจารณาพลงังานศกัยใ์น 2 มิติ 

 

 )9()/()1(),( 222222 yxyyxyxV ++−−=  

 

Contour line ของพลงังานศกัยน้ี์แสดงดงัรูปท่ี 1 โดยมีค่าตํ่าสุดอยู ่

ท่ีจุด (-1,0) และ (1,0) ตามลาํดบั   MEP จริงซ่ึงเช่ือมต่อจุดทั้งสอง 

น้ีคือส่วนโคง้บนและล่างของวงกลมหน่ึงหน่วย  x2  + y2 = 1  

 ในการคํานวณหา    MEP    เราเลือกสตริงเร่ิมตน้ใหมี้จุด 

เร่ิมตน้และจุดส้ินสุดท่ี (1,-1)  และ  (0,0)  ตามลาํดบั เราทาํการแบ่ง 

สตริงออกเป็น N = 20 และใชร้ะเบียบวธีิออยเลอร์ โดยท่ี Δt = 2.5 

x 10-3  ในการววิฒัน์สตริง      เสน้สีแดงในรูปท่ี 1      แสดง   MEP 

ท่ีไดจ้ากการคาํนวณเปรียบเทียบกบั    MEP   จริงซ่ึงแสดงดว้ยเสน้ 

ประสีดาํซ่ึงจะเห็นวา่มีความคลาดเคล่ือนไปพอสมควร ความคลาด 

เคล่ือนท่ีเกิดข้ึนอาจจะวเิคราะห์อยา่งหยาบไดว้า่เกิดจากจาํนวนจุด

บนสตริงท่ีเราเลือกใชมี้จาํนวนนอ้ยเกินไปและ  time step    ท่ีเลือก 

ใชมี้ค่าไม่เเหมาะสม 

สาํหรับความแม่นยาํในการเช่ือมต่อจุดอนัดบัท่ี    m    ค่า 

ความคลาด เคล่ือนในการเช่ือมตอ่จุดคือ 

 

 

รูปที ่1 Contour line ของพลงังานศักย์ในสมการ (9) เส้นโค้งสีแดง 

แสดง   MEP   ท่ีได้จากการคาํนวณเปรียบเทียบกับ   MEP   จริงซ่ึง 

แสดงด้วยเส้นประสีดาํ 

 

Interpolation error = O(N-m) 

โดยท่ี 

 m = 4 สาํหรับวธีิ cubic spline 

และค่าความคลาดเคล่ือนในการววิฒัน์จุดบนสตริงคือ  

Evolution error = O(Δt-l)  

โดยท่ี l = 2 สาํหรับระเบียบวธีิออยเลอร์ 

 

  2. พลงังานศกัยแ์บบ Müller-Brown  

 พลงังานศกัยแ์บบ    Müller-Brown     มกัจะถูกยกมาเป็น 

ตวัอยา่งในการทดสอบ    reaction  path algorithms   พลงังานศกัย ์

ชนิดน้ีประกอบไปดว้ยผลบวกของส่ีพจน์กล่าวคือ [9]  

 

( ) ( )( )0020
k

4
1 exp[),( kkkkkk yyxxbxxaAyxV −−+−= ∑ =

 

                        ( ) ],20
kk yyc −+
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โดยท่ี 

),15,170,100,200( −−−=A  

),7.0,5.6,1,1( −−−=a  

),6.0,11,0,0(=b  

),7.0,5.6,10,01( −−−=c  

),1,5.0,0,1(0 −−=x  

)1,5.1,5.0,0(0 =y  

 

พลงังานศกัยแ์บบ  Müller-Brown   มีสถานะตํ่าสุดสามสถานะและ 

มีจุดอานมา้สองจุด ในการหา   MEP  เราแบ่งสตริงเร่ิมตน้ออกเป็น 

N = 20  โดยเช่ือมระหวา่งจุด  (0, -0.25) และ (0, 1.25)    ดงัเช่นใน 

ตวัอยา่งท่ี 1     เราใชร้ะเบียบวธีิออยเลอร์ในการววิฒัน์จุดบนสตริง 

เร่ิมตน้ดว้ย n = 2,000  สาํหรับจาํนวนคร้ังของการทาํซํ้ า       รูปท่ี 2 

 แสดงสตริงเร่ิมตน้ซ่ึงอยูใ่นแนวด่ิง    และ       MEP    ท่ีไดจ้ากการ 

คํานวณ  

 

 
 

รูปที ่2   สตริงเร่ิมต้น  (เส้นในแนวด่ิง)   และ  MEP    ท่ีได้จากการ 

คํานวณ ( อีกเส้นท่ีเหลือ) บนพลงังานศักย์แบบ Mueller-Brown   

 

 

 

 

ในบทความน้ีผูเ้ขียนไดน้าํเสนอวธีิการคาํนวณหา MEPs 

โดยการใช ้ string method ตามท่ี E et al. [5] ไดน้าํเสนอไว ้ 

และพบวา่วธีิการน้ีมีความแม่นยาํค่อนขา้งสูง อยา่งไรก็ตามผูเ้ขียน 

ไม่ไดก้ล่าวถึงรายละเอียดในการคาํนวณเชิงตวัเลขและวเิคราะห์คา่

ความคลาดเคล่ือนไว ้ผูอ่้านท่านใดท่ีมีความสนใจ จะศึกษาเพ่ิมเติม 

สามารถสืบคน้ไดต้ามเอกสารอา้งอิงตามทา้ยบทความน้ี 
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การแก้ปัญหาเส้นทางเดนิบนผวิโลก ในการแข่งขันโอลมิปิกดาราศาสตร์
และฟิสิกส์ดาราศาสตร์ระหว่างประเทศ 

อ ำนำจ สำธำนนท์1 
 

 
บทคดัย่อ 

กำรแข่งขนัโอลิมปิกดำรำศำสตร์และฟิสิกส์ดำรำศำสตร์
ระหว่ำงประเทศคร้ังท่ี 6 มีข้อสอบภำคทฤษฎีข้อหน่ึงเก่ียวกับ
เส้นทำงเดินบนผิวโลกท่ีท ำให้นักเดินทำงมองเห็นกำรเคล่ือนท่ี
ของดำวฤกษ์เปล่ียนไปจำกปกติ ปัญหำขอ้น้ีจัดอยู่ในระดับยำก
ท่ีสุด [1] แต่มีควำมน่ำสนใจท่ีท้ำทำยจินตนำกำรเป็นอย่ำงมำก 
คณะกรรมกำรกำรแข่งขนัตอ้งกำรค ำตอบเป็นเส้นกรำฟซ่ึงร่ำงข้ึน
เพ่ือแสดงเส้นทำงกำรเคล่ือนท่ีแบบคร่ำว ๆ และแสดงกำรหำ
ควำมเร็วในกรณีง่ำย ๆ กรณีหน่ึง  

อย่ำงไรก็ตำมในกำรแข่งขันไม่มีผูเ้ข้ำแข่งขันคนใดท่ี
สำมำรถท ำขอ้น้ีไดอ้ย่ำงสมบูรณ์ ค ำตอบของปัญหำน้ียงัค่อนขำ้ง
คลุมเครือ และมีประเด็นให้ถกเถียงกัน เน่ืองจำกยงัไม่มีวิธีกำร
แกปั้ญหำเพ่ือให้ไดค้  ำตอบเชิงวิเครำะห์ (analytic solution) ในเชิง
ปริมำณ (quantitative) ได้อย่ำงชัดแจ้ง แม้จนกระทั่งบัดน้ี  ใน
หนังสือซ่ึงรวบรวมค ำถำมพร้อมวิธีท ำและค ำเฉลยท่ียอมรับอยำ่ง
เป็นทำงกำรของคณะกรรมกำรจัดกำรแข่งขัน [1], [2] ก็ยงัไม่
ปรำกฏกำรวเิครำะห์ในรูปแบบน้ีใหเ้ห็น  

บทควำมน้ีจะอธิบำยลกัษณะเฉพำะและควำมน่ำสนใจ
ของค ำถำมขอ้น้ี พร้อมอธิบำยเฉลยท่ีคณะกรรมกำรใชใ้นกำรตรวจ
ในระหวำ่งกำรแข่งขนั ควำมยุง่ยำกในหำค ำตอบท่ีท ำให้มีประเด็น
ขดัแยง้ และในส่วนทำ้ยจะน ำเสนอกำรแกปั้ญหำน้ีโดยใชเ้มตริกซ์
กำรหมุน ซ่ึงเป็นวธีิกำรแกปั้ญหำน้ีอยำ่งท่ีเป็นธรรมชำติกวำ่ พร้อม
ผลเฉลยเชิงวเิครำะห์ท่ีสำมำรถใชไ้ดใ้นกรณีทัว่ไป ซ่ึงท ำใหเ้ห็นถึง
ควำมไม่สมบูรณ์ของผลเฉลยท่ีใชใ้นกำรแข่งขนัวำ่เป็นจริงเฉพำะ
ในกรณีท่ีง่ำยท่ีสุดเท่ำนั้น ซ่ึงน่ำจะเป็นประโยชน์ต่อผูส้นใจปัญหำ
ลกัษณะคลำ้ยกนัน้ีต่อไป 

 
 

การแข่งขันโอลมิปิกดาราศาสตร์และดาราฟิสิกส์ระหว่างประเทศ 
กำรแข่ งขันโอลิมปิกดำรำศำสตร์และดำรำฟิ สิกส์

ร ะ ห ว่ ำ ง ป ร ะ เท ศ  ( International Olympiad Astronomy and 
Astrophysics - IOAA) จัด ข้ึนทุกปีนับตั้ งแต่ ปี  พ .ศ. 2550 โดย
ประเทศไทยได้รับเกียรติจำกคณะกรรมกำรจัดกำรแข่งขัน
โอลิมปิกดำรำศำสตร์และฟิสิกส์ดำรำศำสตร์ระหว่ำงประเทศ 
(IOAA international board) ให้ เป็น เจ้ำภำพ เป็นประเทศแรก 
ประเทศท่ีเป็นสมำชิกจะหมุนเวียนกนัเป็นเจำ้ภำพ ในปีท่ีผ่ำนมำ 
(พ.ศ. 2557) ได้จัด ข้ึน เป็นคร้ังท่ี  8 ท่ี เมืองซู เชียวำ (Suceava) 
ประเทศโรมำเนีย มีทีมเขำ้ร่วมทั้งหมด 42 ทีมจำก 37 ประเทศ และ
ในปีน้ีก ำลงัจะจดัข้ึนท่ีเมืองเซอมำรัง ประเทศอินโดนีเซียในวนัท่ี 
26 กรกฎำคม ถึงวนัท่ี 4 สิงหำคม พ.ศ. 2558 

ประเทศท่ีเขำ้ร่วมกำรแข่งขนัจะจดักำรคดัเลือกนกัเรียน
ในระดบัมธัยมศึกษำตอนปลำยจ ำนวน 5 คนต่อหน่ึงทีม โดยมีครู
สังเกตกำรณ์  1 คน และหัวหน้ำทีม  2 คน ซ่ึงท ำหน้ำท่ี เป็น
กรรมกำรร่วมพิจำรณำขอ้สอบพร้อมค ำเฉลยก่อนกำรแข่งขนั แปล
ขอ้สอบ ตรวจขอ้สอบให้ลูกทีมและอุทธรณ์คะแนน (moderation) 
กบักรรมกำรกลำงในกรณีท่ีคิดวำ่นักเรียนควรไดค้ะแนนเพ่ิม กำร
แข่งขนัประกอบดว้ยขอ้สอบภำคทฤษฎี (50%) ภำควเิครำะห์ขอ้มูล 
(25%) และภำคสงัเกตกำรณ์ (25%)  

ปัญหำท่ีน ำเสนอในบทควำมน้ีเป็นขอ้สอบภำคทฤษฎีขอ้
ท่ี 13 จำกกำรแข่งขันคร้ังท่ี 6 ในปี พ.ศ. 2512 จัดข้ึนท่ีเมือง ริโอ 
เดอ จำเนโร ประเทศบรำซิล เพ่ือควำมเขำ้ใจปัญหำน้ีขออธิบำย
เก่ียวกบักำรเคล่ือนท่ีของวตัถุทอ้งฟ้ำเสียก่อน 

 
การเคลือ่นทีข่องวตัถุท้องฟ้า 

ดำรำศำสตร์ทรงกลมใช้ระบบโลกเป็น ศูนย์กลำง 
(geocentric system) โดยพิจำรณำใหท้รงกลมทอ้งฟ้ำเป็นภำพขยำย 

1 ผูช้่วยศาสตราจารย ์ภาควชิาฟิสกิส ์คณะวทิยาศาสตร ์จุฬาลงกรณ์มหาวทิยาลยั  
   และ รองหวัหน้าทมีตวัแทนประเทศไทยในแขง่ขนัโอลมิปิกดาราศาสตรแ์ละฟิสกิสด์าราศาสตรร์ะหว่างประเทศครัง้ที ่5 ประเทศโปแลนด ์
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 ของทรงกลมโลกไปในอวกำศดังรูปท่ี  1 (ข) ดำวฤกษ์
และวตัถุท้องฟ้ำเสมือนกบัว่ำติดอยูก่บัทรงกลมน้ี จุดท่ีแกนโลก2  
ตดักบัทรงกลมทอ้งฟ้ำเรียกว่ำขั้วฟ้ำเหนือ (North Celestial Pole - 
NCP) และขั้ วฟ้ำใต้ (South Celestial Pole – SCP) ซ่ึงตรงกับขั้ ว
โลกเหนือ (north pole) และขั้วโลกใต ้(south pole) ตำมล ำดบั เส้น
ศูนยสู์ตรบนผิวโลกก็ขยำยออกไปเป็นเส้นศูนยสู์ตรฟ้ำ (Celestial 
Equator - CE)  

กำรหมุนรอบตวัเองของโลกท ำให้ผูส้ังเกตมองเห็นวตัถุ
ท้องฟ้ำโคจรเป็นวงกลมรอบขั้วฟ้ำทั้ งสองเรียกว่ำ กำรเคล่ือนท่ี
ประจ ำวนั (diurnal motion) เพรำะวตัถุทอ้งฟ้ำจะโคจรครบรอบใน

เวลำ 1 วนัดำรำคติ3   
ส ำหรับผูส้งัเกตท่ีอยูซี่กโลกเหนือ (northern hemisphere) 

จะเห็นดำวฤกษโ์คจรรอบขั้วฟ้ำเหนือ ซ่ึง ปัจจุบนัใกลก้บัต ำแหน่ง
น้ีมีดำวฤกษท่ี์สวำ่งพอท่ีจะสังเกตไดด้ว้ยตำเปล่ำดวงหน่ึงท่ีเรียกวำ่
ดำวเหนือ (Polaris) ในแต่ละวนัผูส้ังเกตท่ีอยูน่ิ่งบนพ้ืนโลกจะเห็น
ทรงกลมทอ้งฟ้ำจะหมุนจำกตะวนัออกไปตะวนัตกพำให้ดำวฤกษ์
และวตัถุทอ้งฟ้ำโคจรทวนเข็มนำฬิกำรอบขั้วฟ้ำจำกทิศตะวนัออก
ไปทิศตะวนัตก  

ผูส้งัเกตท่ีต ำแหน่งต่ำง ๆ บนโลกจะเห็นดำวฤกษข้ึ์นและ
ตกยงัทิศตะวนัตกดังรูปท่ี  1 (ค) และเม่ือถ่ำยภำพโดยเปิดหน้ำ

 
(ก) เสน้ดำว [3] 

ศุภฤกษ ์คฤหำนนท:์ Canon EOS 5D Mark2 /17-40 มม. /F4/ISO 400/ 4 ชัว่โมง 20 นำที (30 วนิำที x 520 ภำพ) 

 
(ข) กำรหมุนของทรงกลมทอ้งฟ้ำ 

 
(ค) กำรโคจรของวตัถุทอ้งฟ้ำท่ีสงัเกตเห็นบนโลก [3] 

รูปที ่ 1 ต  ำแหน่งและทิศทำงกำรหมุนของทรงกลมทอ้งฟ้ำ 

2  แกนโลก หมายถงึ แกนหมนุของโลก (earth rotational axis) 
3  วนัดาราคติ (sidereal day) คอืระยะเวลาที่โลกหมุนรอบตวัเองเมือ่เทยีบกบัจุดที่อยู่ไกลมาก ๆ ในอวกาศ ซึ่งคดิเป็นเวลาเท่ากบั 23 ชัว่โมง 56 

นาท ี4.09 วนิาท ีตามเวลาสุรยิคตเิฉลีย่ทีใ่ชเ้ป็นมาตรฐานเวลาทัว่ไป 
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กลอ้งไวน้ำน ๆ จะปรำกฏเป็นเส้นดำว (star trails) ดงัรูปท่ี 1 (ก) 
โดยฝ่ังขวำและซ้ำยของรูปคือทิศตะวนัออกและทิศตะวนัตก
ตำมล ำดบั 

โลกโคจรรอบดวงอำทิตยใ์นช่วงเวลำหน่ึงปี4   ดังนั้ น
ในช่วงเวลำน้ีจะสังเกตเห็นดวงอำทิตยโ์คจรบนทรงกลมท้องฟ้ำ
ตำมแนวเส้นสุริยวิถี (ecliptic) ดังรูปท่ี  2 แกนกำรโคจรของดวง
อำทิตยซ่ึ์งตั้งฉำกกบัระนำบสุริยวิถีจะตดักบัทรงกลมทอ้งฟ้ำท่ีขั้ว
เหนือและขั้ วใต้สุ ริยวิถี (North and South Ecliptic Poles – NEP 
and SEP) ขั้วเหนือสุริยวิถีเอียงท ำมุม กบัขั้วฟ้ำเหนือ (NCP) จุดท่ี
เส้นสุริยวิถีตัดกับเส้นศูนย์สูตรฟ้ำเรียกว่ำจุดวิษุวตั (equinox) 
ส ำหรับจุดตดัขณะท่ีดวงอำทิตยโ์คจรข้ึนจำกซีกฟ้ำใตไ้ปยงัซีกฟ้ำ
เหนือเรียกวำ่ จุดวสนัตวษิุวตั (vernal equnox) ส่วนจุดตดัในขณะท่ี
ดวงอำทิตยเ์คล่ือนจำกซีกฟ้ำเหนือลงใต้เรียกว่ำ จุดศำรทวิษุวตั 
(autumnal equinox)  

ขอให้สังเกตว่ำเม่ือก ำหนดให้ระบบพิกัดท่ีใช้พิจำรณำ
โดยให้โลกอยู่น่ิง เรำอำจพิจำรณำไดว้่ำทรงกลมทั้งสองเป็นทรง
กลมเดียวกนั แต่ทรงกลมทอ้งฟ้ำจะหมุนในทิศทำงดงัรูปท่ี  2 ท ำ
ใหต้  ำแหน่งของขั้วและเสน้สุริยวถีิมีกำรเปล่ียนต ำแหน่งตลอดเวลำ 

 
รูปที ่ 2 เสน้สุริยวถีิและขั้วสุริยวถีิบนทรงกลมทอ้งฟ้ำ 
 

ปัญหาและค าเฉลย 
ปัญหำท่ีจะน ำเสนอมีใจควำมดงัน้ี 

นกัดำรำศำสตร์ทำงซีกโลกใตค้นหน่ึงพิจำรณำกำรข้ึนของขั้วสุริย
วถีิใต ้(south ecliptic pole) แลว้เกิดควำมคิดวำ่ คงจะสนุกดีถำ้หำก
เห็นดำวบนท้องฟ้ำหมุนวนรอบขั้วสุริยวิถีแทนท่ีจะเป็นขั้ วฟ้ำ 
(celestial pole)  
จงวำดเสน้ทำงกำรเคล่ือนท่ีของผูส้งัเกตท่ีใชเ้ดินทำงในหน่ึงวนับน
พ้ืนผิวโลก ท่ีท ำใหเ้ห็นดำวฤกษท์ั้งหลำยโคจรรอบขั้วใตสุ้ริยวถีิใน
ทิศทำงและคำบเท่ำกบัท่ีโคจรรอบขั้วฟ้ำใต ้และหำควำมเร็ว (ทั้ ง
ทิศทำงและอตัรำเร็ว) ในขณะท่ีผูส้ังเกตเดินทำงผ่ำนเส้นศูนยสู์ตร
คร้ังแรก 

หัวใจของกำรหำค ำตอบของปัญหำน้ีอยู่ว่ำ มีเง่ือนไข
อะไรบ้ำงท่ีจะท่ีท ำให้ผู ้สังเกตเห็นกำรโคจรของดำวฤกษ์ใน
ลกัษณะดงัท่ีโจทยก์ ำหนด ซ่ึงขอแยกเป็นสองประเด็นดงัต่อไปน้ี  

1. ถำ้ทรงกลมท้องฟ้ำอยู่น่ิงเม่ือเทียบกบักรอบอำ้งอิง ผู ้
สังเกตจะเห็นดำวฤกษ์โคจรในทิศทวนเข็มนำฬิกำรอบขั้วสุริยวิถี 
(ทั้ งเหนือและใต)้ เขำจะตอ้งเดินทำงขนำนกับเส้นสุริยวิถีในทิศ
ทวนเขม็นำฬิกำ เพ่ือใหเ้ห็นดำวฤกษโ์คจรรอบขั้วสุริยวถีิดว้ยอตัรำ
เดียวกบัท่ีโคจรรอบขั้วฟ้ำ เขำจะตอ้งเคล่ือนท่ีรอบแกนสุริยวถีิ ดว้ย
อตัรำเร็วเชิงมุม คงท่ีเท่ำกบัอตัรำกำรหมุนของโลก ถำ้ให้T คือ
เวลำ 1 วนั หรือ 24 ชัว่โมงดำรำคติจะไดว้ำ่ 

2

T


   (1) 

สัง เกตว่ำเส้นทำงกำรเค ล่ือน น้ีไม่จ ำเป็นต้องเป็นภำพฉำย 
(projection) ของสุริยวิถีซ่ึงเป็นวงกลมใหญ่ (great circle) แต่อำจ
เป็นวงกลมเลก็ท่ีขนำนกบัเสน้น้ีข้ึนกบัต ำแหน่งและเวลำเร่ิมตน้ 

ดงันั้นอตัรำเร็วเชิงเส้นบนเส้นทำงท่ีก ำหนดน้ีจึงข้ึนกบั
ต ำแหน่งและเวลำเร่ิมตน้ดว้ย ถำ้ให้โลกเป็นทรงกลมสมบูรณ์ท่ีมี
รัศมีเฉล่ีย5 R และ

0 คือมุมท่ีจุดศูนยก์ลำงของโลกวดัจำกภำพฉำย
ของเสน้สุริยวถีิไปถึงต ำบลท่ีเร่ิมตน้เดินทำงตำมแนววงกลมใหญ่ท่ี
ลำกจำกขั้วเหนือไปยงัขั้วใตสุ้ริยวิถี ค่ำของมุม 0 สำมำรถหำได้
จำกต ำแหน่งของผูส้ังเกตและเวลำดำรำคติ และควำมรู้เก่ียวกับ
ตรีโกณมิติทรงกลม อตัรำเร็วเชิงเสน้ของกำรเดินทำงบนเสน้ขนำน
น้ีจะหำไดจ้ำก 
                               0 0cos cosev R V      (2) 

4  ในท่ีน้ีหมำยถึงปีฤดูกำล (tropical year) ซ่ึงเท่ำกบั 365 วนั 5 ชัว่โมง 48 นำที 45.14 วินำที (อำ้งอิงจำกปี 2010) 
5 รัศมีเฉล่ียของโลกเท่ำกบั 6371.0 กิโลเมตร 
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เม่ือV R คือ อตัรำเร็วท่ีใชใ้นกำรเคล่ือนท่ีรอบเสน้ศูนยสู์ตรใน
เ ว ล ำ  1 
ว ัน ดำรำ
คติ 

2
. เน่ืองจำกทรงกลมท้องฟ้ำหมุนรอบขั้ วฟ้ำดังแสดงในError! 
Reference source not found. เพื่อให้ผู ้สังเกตมองเห็นทรงกลม
ทอ้งฟ้ำอยู่น่ิง ผูส้ังเกตตอ้งเคล่ือนท่ีดว้ยอตัรำเร็วเชิงมุม ขนำน
กบัเส้นศูนยสู์ตรโลกไปทำงทิศตะวนัตกเพ่ือชดเชยกำรหมุนรอบ
ตวัเองของโลกท่ีท ำให้ผูส้ังเกตเห็นทรงกลมท้องฟ้ำหมุนไปเม่ือ
เทียบกบัผิวโลก จะเห็นได้ว่ำอตัรำเร็วเชิงเส้นตำมแนวขนำนกับ
เส้นศูนยสู์ตรข้ึนกบัละติจูด ของต ำแหน่งเร่ิมตน้บนโลกในขณะ
เร่ิมเดิน ซ่ึงเขียนไดเ้ป็น 
                                     cos cosEv R V      (3) 

สมกำรกำรเคล่ือนท่ี (2) และ (3) ค่อนขำ้งควำมซบัซอ้น
มำก เพรำะนอกจำกต ำแหน่งและเวลำเร่ิมต้นมีผลกับค ำตอบ
สุดท้ำยแล้ว เม่ือเปล่ียนต ำแหน่งละติจูดเน่ืองจำกสมกำร (2) 
อตัรำเร็วตำมสมกำรท่ี (3) ก็ตอ้งเปล่ียนไปดว้ย กล่ำวคืออตัรำเร็ว
เชิงเส้นเพ่ือชดเชยกำรหมุนของโลกไม่เป็นอิสระจำกต ำแหน่งของ
ผูส้งัเกต 

พิจำรณำในกรณีเฉพำะเม่ือผูส้ังเกตเร่ิมต้นเดินทำงบน
เส้นศูนยสู์ตรในขณะท่ีจุดวสันตวิษุวตัก ำลังผ่ำนเมริเดียนท่ีจุด
เหนือศีรษะ (zenith) ของผู ้สังเกตพอดีซ่ึงแสดงว่ำ ขณะนั้ นขั้ ว
เหนือและขั้วใตสุ้ริยวิถีก ำลงัจะตกและข้ึนจำกขอบฟ้ำตำมล ำดับ 
โดยเง่ือนไขน้ี

0 0  และ 0  เม่ือแทนค่ำในสมกำร (2) และ 
(3) จะไดว้ำ่ 
                                              

e Ev v V   (4) 

จำกรูปท่ี 2 (ก) ถำ้ก ำหนดให้แกน z ของระบบช้ีไปยงัขั้ว
โลกเหนือ (ซ่ึงเป็นทิศทำงเดียวกบัขั้วฟ้ำเหนือและขนำนกบัแกน
โลก) และแกน x ช้ีไปยงัจุดวสันตวิษุวตั แกน y จะช้ีไปทำงทิศ
ตะวนัออก โดยเสน้สุริยวถีิท ำมุม  กบัเสน้ศูนยสู์ตร  

ถ้ำก ำหนดให้ ˆˆ ˆ, ,i j k คือ เวกเตอร์ห น่ึ งห น่วยในทิศ
, ,x y z   ต ำม ล ำ ดั บ  จ ะ ไ ด้ ว่ ำ ˆˆˆ cos sine j k      คื อ

เวกเตอร์หน่ึงหน่วยตำมแนวเส้นสุริยวิถีในทิศท่ีเคล่ือนท่ีจำกซีก
โลกใตไ้ปยงัซีกเหนือตำมโจทยก์ ำหนด6 จะไดว้ำ่ 

                         
ˆˆˆ cos sin

ˆ

e

E

v V e V j k

v V j

         
 

  

 

ดงันั้นควำมเร็วรวมท่ีตดักบัเสน้ศูนยสู์ตรตำมโจทยก์ ำหนดคือ 
                    ˆˆcos 1 sinev v v V j k         

 
 (5) 

ถ้ำก ำหนดให้  a คือมุมทิศ (azimuth) ขนำดและทิศทำงของ
ควำมเร็วลพัธ์จึงเป็นค ำตอบดงัท่ีเขียนไวใ้นเอกสำรอำ้งอิง [1], [2] 
ดงัน้ี  

                

 

 

 

 

2 22 2

2

1 cos sin

2 1 cos

sinˆcos
2 1 cos

sin
360 arccos

2 1 cos

a

a

a

v V

V

v
a k

v

a

 











    
 

    

  


 
  
  

 (6) 

 
(ก) ทิศทำงของอตัรำเร็วท่ีเสน้ศูนยสู์ตร 

6  อยำ่งไรก็ตำมจะตอ้งระมดัระวงัในดว้ยว่ำ เวกตอร์หน่ึงหน่วย น้ีจะมีทิศเปล่ียนไปตำมละติจูดและลองจิจูดดว้ย ดงันั้นกำรใช้ จึงเป็นกรณีเฉพำะส ำหรับ
ต ำแหน่งน้ีเท่ำนั้น 
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(ข) เสน้ทำงกำรเคล่ือนท่ีตำมเฉลย IOAA 

รูปที ่2 ภำพร่ำงแสดงต ำแหน่งเร่ิมตน้และเสน้ทำงกำรเดินทำง 
ส ำหรับเส้นทำงกำรโคจรในกรณีเฉพำะดังกล่ำวมำน้ี 

สำมำรถหำไดโ้ดยพิจำรณำใหผู้ส้งัเกตออกเดินทำงจำกจุด A ดงัรูป
ท่ี 2 (ก) สังเกตว่ำในขณะน้ีขั้วเหนือสุริยวิถี (NEP) และขั้วใตสุ้ริ
ยคติ (SEP) อยูใ่นระนำบ yz เน่ืองจำกโลกหมุนรอบตวัเองจำกทิศ
ตะวนัตกไปยงัทิศตะวนัออกดงัแสดงในรูป ก ำหนดให้ระบบพิกดั
ท่ีใชน้ี้ตรึงอยูก่บัผิวโลก ทรงกลมทอ้งฟ้ำจึงหมุนรอบตวัเองจำกทิศ
ตะวนัออกไปทิศตะวนัตกแทน 

สังเกตว่ำควำมเร็วลพัธ์น้ีจะช้ีไปทำงทิศตะวนัตกเฉียง
เหนือ ทั้งน้ีเป็นเพรำะองค์ประกอบตำมแนวแกน y ควำมเร็ว

Ev มี
ขนำดมำกกวำ่องคป์ระกอบในแนวแกน y ของ

ev และจำกควำมรู้
ท่ีวำ่ทิศทำงกำรเคล่ือนท่ีของวตัถุในขณะหน่ึงคือทิศของควำมเร็ว
ลพัธ์ในขณะนั้นจะไดว้ำ่ท่ีจุด A ผูส้ังเกตจะเร่ิมเดินทำงไปทำงทิศ
ตะวนัตกเฉียงเหนือดงัแสดงในรูปท่ี 2 (ข)  

สงัเกตวำ่เม่ือผูส้งัเกตเคล่ือนท่ีข้ึนไปทำงซีกเหนือนั้นเม่ือ
ละติจูดเพ่ิมข้ึนนั้น ควำมเร็วในแนวขนำนกบัเส้นศูนยสู์ตร Ev จะมี
ขนำดลดลงตำมสมกำร (3) ในขณะท่ี

ev มีขนำดคงเดิมโดยท่ี
เวกเตอร์หน่ึงหน่วย ê มีทิศขนำนกบัเส้นศูนยสู์ตรมำกข้ึนเร่ือย ๆ 
ดงันั้นท่ีละติจูดหน่ึงองค์ประกอบของควำมเร็วในแนวขนำนกับ
เส้นศูนยสู์ตรจะหักลำ้งกนัเป็นศูนยซ่ึ์งท ำให้ทิศทำงของควำมเร็ว
ลพัธ์วกกลับเขำ้หำแนวเส้นเหนือใต ้จุดวกกลบัน้ียงัไม่สำมำรถ
ค ำนวณหำได้ในขณะน้ีเพรำะเวกเตอร์ ê มีขนำดเปล่ียนแปลง
ตลอดเวลำ 

เม่ือเวลำผ่ำนไป 6 ชัว่โมงดำรำคติ ทิศของเวกเตอร์ Ev จะ
วกกลบัมำเป็นทิศตะวนัออก และแกนสุริยวิถีจะอยู่ในระนำบ xz

ท ำให้เวกเตอร์ ê มีทิศขนำนกบัเสน้ศูนยสู์ตรไปทำงตะวนัออกดว้ย
เช่นกนั เน่ืองจำกองคป์ระกอบของเวกเตอร์ลพัธ์ตำมแนวทิศเหนือ
ข้ึนกบั

ev เท่ำนั้นต ำแหน่งละติจูดขณะน้ีจึงเท่ำกบัละติจูดสูงสุดของ
เส้นสุริยวิถีซ่ึงก็คือ  นั่นเอง ดงันั้นท่ีจุด B ในรูป (ข) จึงมีละติจูด
เท่ำกับ  ด้วยเช่นกัน เม่ือผ่ำนจุด B ไปแล้วผู ้สังเกตจะต้องเดิน
ทำงเขำ้หำเส้นศูนยสู์ตรเน่ืองจำกเวกเตอร์

ev มีองค์ประกอบตำม
แนวเหนือใตเ้ป็นลบ จนเม่ือผูส้งัเกตกลบัมำถึงจุด A นกัเดินทำงจะ
เดินทำงกลบัมำทำงซีกโลกใตอี้กคร้ังหน่ึง และเม่ือพิจำรณำเช่นน้ี
เร่ือยไป จะได้เส้นทำงดังรูปท่ี 2 (ข) ท่ีมีลกัษณะคล้ำยกับเลข 8 
หรือเส้นแอนำเล็มมำ (analemma) ดังค ำเฉลยในเอกสำร [1], [2] 
นัน่เอง 

ปัญหาของการวเิคราะห์เชิงคุณภาพ 
กำรวเิครำะห์ดงัท่ีกล่ำวมำน้ีจะเห็นไดว้ำ่วธีิท่ีใชใ้นกำรหำ

ค ำตอบจำกกำรแข่งขนั เป็นกำรวเิครำะห์เชิงคุณภำพภำยใตเ้ง่ือนไข
เร่ิมตน้ท่ีเฉพำะเจำะจงอยำ่งมำก กล่ำวคือผูส้ังเกตตอ้งออกเดินทำง
ท่ีเส้นศูนยสู์ตร ในเวลำท่ีเวลำดำรำคติทอ้งถ่ินเป็นศูนยพ์อดีเท่ำนั้น 
เพื่อให้เคล่ือนท่ีตำมแนวเส้นสุริยวิถีท่ีเคล่ือนไปตำมกำรหมุนของ
โลกได้ตำมตอ้งกำร ในกรณีท่ีต ำแหน่งและเวลำดำรำคติเร่ิมต้น
ไม่ไดเ้ป็นเช่นน้ีกำรวิเครำะห์เชิงคุณภำพเช่นน้ีแทบจะท ำไม่ไดเ้ลย
เพรำะควำมเร็วลพัธ์นอกจำกข้ึนกบัเวลำยงัข้ึนกบัต ำแหน่งอีกดว้ย 

ด้วยเหตุ น้ี จึงเกิดข้อสงสัยถึงควำมถูกต้องและควำม
แม่นย  ำของวิธีกำรวิเครำะห์เช่นน้ี และถ้ำหำกเง่ือนไขเร่ิมต้น
เปล่ียนไปแลว้เสน้ทำงกำรเดินทำงจะยงัคงมีลกัษณะเป็นแอนำเล็ม
มำเช่นน้ีหรือไม่ 

กำรหำค ำตอบเชิงวิเครำะห์อำจท ำไดโ้ดยกำรหำปริพนัธ์ 
(integrate) ของสมกำรกำรเคล่ือนท่ี (2) และ (3) ท ำไดย้ำกมำก แต่
ถ้ำกำรหำต ำแหน่งท่ี เวลำต่ำง ๆ อำจใช้ระเบียบวิธีเชิงตัวเลข 
(numerical method) โดยกำรหำปริพนัธ์ของควำมเร็วในเวลำสั้น ๆ 
จนครบ 1 ว ันดำรำคติ แต่ทั้ งน้ี เรำก็ยงัไม่อำจเช่ือมั่นได้เต็มท่ี
เน่ืองจำกกำรหำค ำตอบด้วยระเบียบวิธีเชิงตวัเลขข้ึนกบักำรแบ่ง
ช่วงเวลำให้ เหมำะสม ถ้ำห ำกค ำนวณโดยข้ำม จุด ท่ี มีกำร
เปล่ียนแปลงทิศทำงอย่ำงกระทันหัน รวมทั้ งปัญหำกำรสะสม
ควำมคลำดเคล่ือน (accumulation of error) ก็จะท ำให้เกิดควำม
ผิดพลำดไดเ้ป็นอย่ำงมำก ดว้ยเหตุน้ีจึงขอน ำเสนอวิธีแกปั้ญหำท่ี
แตกต่ำงออกไปโดยใช้วิธีกำรท่ี เป็นธรรมชำติมำกกว่ำคือใช้
เมตริกซ์กำรหมุนดงัต่อไปน้ี 
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เมตริกซ์การหมุน 
ในสองมิ ติโดยกำรใช้เรขำคณิตหรือกำรวิเครำะ ห์

เวกเตอร์จะพบว่ำ เวกเตอร์ ˆ ˆr x i y j    เม่ือหมุนทวนเข็ม
นำฬิกำเป็นมุม  จะได้เวกเตอร์ใหม่ ˆ ˆ' ' 'r x i y j  ซ่ึงสำมำรถ
เขียนไดด้งัน้ี 

      ' cos sin ' cos sin

' sin cos ' sin cos

x x y x x

y x y y y

   

   

        
       

        
 

สมกำรเวกเตอร์ทำงขวำมือแสดงว่ำเม่ือเรำเขียนเวกเตอร์ในรูป
เมตริกซ์หลกั (column matrix) เวกเตอร์ท่ีไดจ้ำกกำรหมุนเกิดจำก
กำรน ำเวกเตอร์เดิมไปคูณกบัเมตริกซ์ตวัหน่ึงดงัน้ี 
                                          

'r r 
z

R (θ)

 (5) 

เมต ริก ซ์
z

R (θ)

เรียกว่ำ เมตริกซ์กำรหมุน (rotational matrix) ตวัห้อยท่ีเขียนว่ำ z

หมำยถึงกำรหมุนรอบแกน และ คือ มุมในกำรหมุนจะมีค่ำเป็น
บวกเม่ือหมุนทวนเขม็นำฬิกำ และเป็นลบเม่ือหมุนตำมเขม็นำฬิกำ 

กำรหมุนรอบแกนในสำมมิติก็ท ำได้โดยกำรขยำย
แนวคิดน้ี เวกเตอร์ r ยงัคงเขียนไดด้ว้ยเมตริกซ์หลกัเช่นเดิมแต่มี
องค์ประกอบในแนวแกน z เพ่ิมข้ึนมำ เน่ืองจำกองค์ประกอบ 'z

ของเวกเตอร์ใหม่ 'r ยงัคงเหมือนกบัเวกเตอร์เดิม จะไดว้ำ่เม่ือหมุน
เวกเตอร์ r รอบแกน z ทวนเขม็นำฬิกำเป็นมุม จะเขียนไดด้งัน้ี 

                         
' cos sin 0

' sin cos 0

' 0 0 1

x x

y y

z z

 

 

     
     


     
          

 

สมกำรท่ี (5) ยงัคงเป็นควำมจริงแมว้ำ่จะเป็นเวกเตอร์ใน
สำมมิติ ในกำรหมุนเวกเตอร์ในทิศทวนเข็มนำฬิกำรอบแกน

, ,x y z ตำมกฎมือขวำ ก็ท ำในลักษณะเดียวกัน เมตริกซ์กำร
หมุนรอบแกนแต่ละแกนจะเป็นตำมล ำดบัดงัน้ี 

                        

1 0 0

0 cos sin  

0 sin cos

cos 0 sin

0 1 0

sin 0 cos

cos sin 0

sin cos 0

0 0 1

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 
  

 
 


 
  

 
 


 
  

x

y

z

R (θ)

R (θ)

R (θ)

       (8) 

กำรหมุนแกนสำมำรถกระท ำได้เช่นน้ีต่อเน่ืองกันไป
ตำมล ำดับ ซ่ึงท ำได้โดยกำรคูณเช่นน้ีไปเร่ือย ๆ ตวัอย่ำงเช่น ถ้ำ
ต้องกำรหมุน เวกเตอร์ห น่ึงรอบแกน , ,x y z เป็นมุม , ,  

ตำมล ำดบัจะไดว้ำ่ 

         'r r r   
z y x xyz

R (γ)×R (β)×R (α) R (α,β,γ)  

กำรท่ีเขียนในลกัษณะน้ีไดเ้ป็นเพรำะเมตริกซ์มีสมบติักำรเปล่ียน
ห มู่  (associative property) แ ม้ ว่ ำจ ะ ไ ม่ มี ส มบั ติ ก ำรส ลับ ท่ี 
(commutative property) ก็ตำม 

สงัเกตวำ่เมตริกซ์กำรหมุนน้ีมีลกัษณะเป็นธรรมชำติและ
เหมำะสมกบัปัญหำท่ีก ำลงัพูดถึงน้ี เพรำะกำรเคล่ือนท่ีบนผิวทรง
กลมโลกของผูส้งัเกตอำจมองไดว้ำ่คือกำรเปล่ียนเวกเตอร์กำรหมุน
นั่นเอง กำรใช้งำนเมตริกซ์กำรหมุนสำมำรถใช้ได้เสมอไม่ว่ำผู ้
สังเกตจะเคล่ือนท่ีในวงกลมใหญ่ (ในท่ีน้ีคือเส้นสุริยวิถีท่ีฉำยลง
บนผิวโลกและเส้นศูนย์สูตร) หรือเคล่ือนท่ีบนเส้นขนำนกับ
วงกลมใหญ่น้ี 

การหาค าตอบด้วยเมตริกซ์การหมุน 
ในกำรแก้ปัญหำน้ีขอก ำหนดระบบพิกัด เทียบกับ

ต ำแหน่งบนพ้ืนโลก โดยถือว่ำโลกอยู่น่ิงท่ีศูนยก์ลำงของระบบ
พิกัด ดังนั้ นทรงกลมท้องฟ้ำหมุนจะตำมเข็มนำฬิกำจำกทิศ
ตะวนัออกไปทิศตะวนัตก แกน z ขนำนกบัแกนโลกและช้ีไปยงัทิศ
เดียวกบัขั้วโลกเหนือ (north pole) และขั้วฟ้ำเหนือ (NCP) ดงันั้น
ระนำบ xy จึงเป็นระนำบเดียวกนักับเส้นศูนยสู์ตรโลก (equator) 
และเสน้ศูนยสู์ตรฟ้ำ (CE) ตำมล ำดบั 

7  เวลำดำรำคติท้องถ่ิน (local sidereal time - LST) หมำยถึง มุมท่ีจุดศูนยก์ลำงของทรงกลมทอ้งฟ้ำ โดยวดัตำมแนวเส้นศูนยสู์ตรฟ้ำ (CE) ไปทำงทิศ
ตะวนัตก จำกเส้นเมริเดียนของผูส้งัเกตยงัจุดวสนัตวิษุวตั นิยมใชห้น่วยเป็นชัว่โมงโดยเทียบให้ 24 ชัว่โมงเท่ำกบั 360o 

8 เส้นเมริเดียนทอ้งถ่ิน (local meridian) หมำยถึง เส้นสมมุติท่ีลำกจำกทิศเหนือผำ่นจุดเหนือศีรษะของผูส้งัเกต (zenith) ไปยงัทิศใต ้
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เพ่ือควำมสะดวกก ำหนดให้รัศมีของโลกเท่ำกบั 1 หน่วย 
และระยะทำง d ท่ีใชใ้นพิกดัน้ีคืออตัรำส่วนระหวำ่งระยะทำงจริง
D ต่อรัศมีของโลก R กล่ำวคือ 

                                          D
d

R
       (9) 

ก ำหนดให้ขณะเร่ิมเดินทำง  0t  แกน x ช้ีไปยงัจุดวสันตวิษุวตั
ในขณะนั้น ซ่ึงสอดคลอ้งกบัต ำแหน่งหน่ึงบนพ้ืนโลกท่ีมีลองจิจูด

ref และละติ จูด 0ref  และใช้เป็นต ำแห น่ งบนผิ วโลก
   , , 1,0,0x y z  เป็นจุดอำ้งอิงในกำรวดัมุมตำมพิกดัทรงกลม
   , 0 ,0    โดย ,   ว ัดตำมแนวลองจิจูดและตำมแนว
ละติจูดตำมล ำดบั โดยกำรใชพิ้กดัเช่นน้ีจะเห็นไดว้ำ่ในขณะเร่ิมตน้
ขั้ ว เห นื อ แ ล ะ ขั้ ว ใ ต้ สุ ริ ย วิ ถี จ ะ อ ยู่ ท่ี ต  ำ แ ห น่ ง  ,  คื อ

 270 ,90  และ   90 , 90   ตำมล ำดบั 

ถำ้ก ำหนดให้ผูส้ังเกตเร่ิมตน้เดินทำงจำกพิกดัภูมิศำสตร์
 0 0,  ในขณะท่ีเวลำดำรำคติทอ้งถ่ิน7 เท่ำกบั

0 เม่ือเวลำผ่ำน
ไป t ผู ้สังเกตจะอยู่ต  ำแหน่ง  ,  ใดบนโลกเพื่อท่ีจะท ำให้
มองเห็นวตัถุท้องฟ้ำเคล่ือนท่ีรอบขั้วสุริยวิถีตำมเข็มนำฬิกำด้วย
อตัรำเร็วเชิงมุม ของโลกซ่ึงมีคำบเท่ำกบั 1 วนัดำรำคติเฉล่ีย 
ขณะเร่ิมตน้เดินทำงเส้นเมริเดียนทอ้งถ่ิน8 ของผูส้ังเกตจะตรงกบั
เส้นลองจิจูด จำกนิยำมของเวลำดำรำคติจะไดว้่ำ

0 0ref    

ซ่ึงท ำใหส้ำมำรถหำต ำแหน่ง  ,ref ref  ไดด้งัสมกำรต่อไปน้ี 

                                 0 0

0

ref

ref

   

 
                                    (6) 

จะเห็นวำ่ต ำแหน่งเร่ิมตน้ของกำรเดินทำงอยูท่ี่    0 0 0 0, ,   

ตรงกบัพิกดัฉำก  0 0 0, ,x y z โดยท่ี 

                                   
0 0 0

0 0 0

0 0

cos cos

cos sin

sin

x

y

z

 

 



 

 



                            (7) 

ซ่ึงเป็นเวกเตอร์แสดงต ำแหน่งเร่ิมตน้ของกำรเดินทำงหรือ
0r  

ตำมท่ีโจทย์ก ำหนด ถำ้ทรงกลมท้องฟ้ำอยู่น่ิงผูส้ังเกต
จะตอ้งเดินทำงทวนเข็มนำฬิกำรอบแกนสุริยวิถีไปบนเส้นทำงท่ี
ขนำนกบัเสน้สุริยวถีิท่ีฉำยลงมำบนพ้ืนโลก ถำ้หำกขั้วเหนือสุริยวถีิ 
(NEP) อยูใ่นทิศทำงแกน z  กำรเดินทำงในลกัษณะน้ีคือกำรหมุน
เวกเตอร์ 0r รอบแกน z  เม่ือก ำหนดมุมกำรเคล่ือนท่ี t   จะได้
วำ่ 
                                      1 0r r 

z
R (λ)  

แต่ เน่ืองจำกในควำมเป็นจริงขั้ วเหนือสุริยวิถีท ำมุม
เท่ำกบั  กบัแกน z ในระนำบ xy ดงันั้นจะไดว้่ำ ต ำแหน่งจะตอ้ง
หมุนเวกเตอร์น้ีไปเป็นมุม  รอบแกน x ในทิศทวนเขม็นำฬิกำดว้ย 
จะไดว้ำ่เวกเตอร์ท่ีแสดงต ำแหน่งของผูส้ังเกตรอบแกนสุริยวิถี ใน
กรณีท่ีทอ้งฟ้ำอยูน่ิ่งเป็นดงัน้ี 
                          

2 1 0r r r    
x x z

R (ε) R (ε) R (λ)  

สงัเกตวำ่กำรหมุนจะสลบัท่ีกนัไม่ได ้เพรำะจะท ำใหต้  ำแหน่ง
เร่ิมตน้เปล่ียนไป 

แต่เน่ืองจำกทรงกลมทอ้งฟ้ำหมุนรอบแกน z ซ่ึงช้ีไปยงั
ขั้วฟ้ำเหนือ (NCP) จึงท ำให้ขั้วเหนือสุริยวิถี (NEP) และระนำบสุ
ริยวิถีหมุนตำมไปด้วย เม่ือเวลำเปล่ียนไป t ขั้ วเหนือสุริยวิถีจะ
เปล่ียนไปเป็นมุม t   ในทิศทวนเขม็นำฬิกำ ซ่ึงหมำยควำมวำ่
จะตอ้งหมุนเวกเตอร์

2r รอบแกน z ไปเป็นมุม  ในทิศทวนเข็ม
นำฬิกำดว้ยเช่นกนัจะไดว้ำ่ 

                                

 

2

0

0

r r

r

r

 

   

 

z

z x z

R (-λ)

R (-λ) R (ε) R (λ)

R λ

 (8) 

เม่ือ     
z x z

R λ R (-λ) R (ε) R (λ)  คือเวกเตอร์กำรหมุนรวมทั้ง
หมด ซ่ึงเม่ือแทนเวกเตอร์กำรหมุนในแกนต่ำง ๆ จำกสมกำรท่ี 
Error! Reference source not found. จะไดด้งัน้ี 
 

2 2

2 2

cos sin 0 1 0 0 cos sin 0

sin cos 0 0 cos sin sin cos 0

0 0 1 0 sin cos 0 0 1

cos sin cos (cos 1) sin cos sin sin

(cos 1) sin cos sin cos cos sin

   

     

 

       

      

  



    

   

     

     
     
     
          

z x z
R λ R (-λ) R (ε) R (λ)

cos

sin sin sin cos cos



     

 
 
 
  

 

ซ่ึงเม่ือใชเ้อกลกัษณ์ตรีโกณมิติจะไดว้ำ่ 
2 1

2

21

2

1 (cos 1) sin (cos 1) sin 2 sin sin

(cos 1) sin 2 1 (cos 1) cos sin cos

sin sin sin cos cos

     

     

    

    

     

 

 
 
 
  

R  (9) 

สมกำร (8) และ (9) น้ีคือสมกำรท่ีใช้หำต ำแหน่งของผู ้สังเกต
ˆˆ ˆr x i y j z k      ท่ีเวลำต่ำง ๆ ในระบบพิกดัน้ี ซ่ึงถำ้ตอ้งกำร

เปล่ียนเป็นพิกดัทรงกลม  ,  ก็จะสำมำรถค ำนวณไดด้งัสมกำร
ต่อไปน้ี 
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2 2

arctan  ; arcsin
x

z
x y

  


 (10) 

และถำ้ตอ้งกำรเปล่ียนเป็นระบบพิกดัภูมิศำสตร์  ,  ก็ท ำได้
ง่ำย ๆ โดยกำรเพียงน ำต ำแหน่งพิกดัภูมิศำสตร์อำ้งอิง  ,ref ref 

ท่ีหำได้จำกสมกำร (6) มำบวกกับพิกัดทรงกลม  ,  ของ
เวกเตอร์ดงัสมกำร (10) ไดคื้อ 

                                            ref 



   

 
 (11) 

จำกสมกำรท่ี  (8) เรำสำมำรถหำควำมเร็วของกำร
เคล่ือนท่ีท่ีเวลำ t ต่ำง ๆ ไดโ้ดยกำรหำอนุพนัธ์เทียบกบัเวลำดงัน้ี 

                              
 

 
 

0

0

0

d d
v r r

dt dt

d dr
r

dt dt

  

   

R λ

R λ
R λ

 

แต่เน่ืองจำกเวกเตอร์
0r เป็นค่ำคงท่ี ดงันั้นเทอมท่ีสองทำงขวำมือ

จึงเป็นศูนย ์ซ่ึงจะไดว้ำ่ 

          
 0 0 0

d d d
v r r r

dt d dt






 
       

 

R λ R λ
R'(λ)  (12) 

จำกสมกำร (9) จะไดว้ำ่ 
(cos 1) sin 2 (cos 1) cos 2 sin cos

(cos 1) cos 2 (cos 1) sin 2 sin sin

sin cos sin sin 0

     

     

   

   

    

  

 
 
 
  

R'(λ)  (13) 

ถ้ำ ใช้หน่วยเป็นเรเดียนต่อชั่วโมง เม่ือต้องกำรแปลงเป็น
ควำมเร็วในหน่วยระยะทำงเป็นกิโลเมตรต่อชั่วโมงก็เพียงแต่น ำ
รั ศ มี เ ฉ ล่ี ย ข อ ง โ ล ก R ม ำ คู ณ ดั ง ส ม ก ำ ร ท่ี 
Error! Reference source not found. 

ส ำห รับ กำรห ำทิ ศท ำงของก ำร เค ล่ื อน ท่ี รวมทั้ ง
องค์ประกอบของควำมเร็วท่ีต ำแหน่ง  ,  สำมำรถหำได้โดย
พิจำรณำเวกเตอร์หน่ึงหน่วยตำมแนวรัศมี  ˆ ,r   ของระบบพิกดั
ท่ีต ำแหน่ง  ,  ซ่ึงเขียนไดด้งัน้ี 

                              

cos cos

ˆ , cos sin

sin

r

 

   



 
 

 
 
  

 

เวกเตอร์หน่ึงหน่วยตำมแนวตะวนัออกตะวนัตก ê และแนวเหนือ
ใต้ ê จะหำไดจ้ำกอนุพนัธ์ดงัน้ี 

 

ˆ
ˆ ˆˆ sin cos

ˆ
ˆˆ ˆˆ sin cos sin cos

er
e e i j

e

er
e e i j k

e



 





 



 


   



       



         


 (14) 

องค์ประกอบของควำมเร็วตำมแนวตะวนัออกตะวนัตก ê และ
แนวเหนือใต้ ê จึงหำได้จำกผลคูณเชิงสเกลำร์ (scalar product) 
ระหวำ่งเวกเตอร์ควำมเร็วท่ีต ำแหน่งนั้นดงัน้ี 
                          ; v v e v v e        (15) 

และมุมทิศ a ของกำรเคล่ือนท่ี  ณ ต ำแหน่งใด ๆ บนผิวโลก 
สำมำรถหำไดจ้ำกควำมสมัพนัธ์ท่ีวำ่ 
                          cosv a v e v     (16) 

ผลเฉลยของสมการการเคลือ่นที ่
เม่ือกรณีเฉพำะตำมค ำถำมท่ีให้มำจะได้ว่ำ ต ำแหน่ง

เร่ิมตน้ท่ีจุด A ในรูปท่ี 2 สำมำรถเขียนเวกเตอร์
0 (1,0,0)r  เม่ือ

แทนลงในสมกำร (8) โดยอำศยัเมตริกซ์กำรหมุนในสมกำรท่ี (9) 
จะไดว้ำ่ต ำแหน่งของผูส้งัเกตท่ีเวลำ t เม่ือ t   เป็นดงัน้ี 

                          
2

1

2

1 (cos 1)sin

(cos 1)sin 2

sin sin

r

 

 

 

  
 

  
  

 (17) 

ซ่ึงเม่ือค ำนวณต ำแหน่งเม่ือเวลำเปล่ียนไปคร้ังละหน่ึงชัว่โมงดำรำ
คติโดยใชภ้ำษำเดลไฟ (Delphi) และน ำขอ้มูลมำพล็อตกรำฟดว้ย
โปรแกรมออริจิน (Origin) จะเป็นดงัรูปท่ี 3 ซ่ึงสอดคลอ้งกับค ำ
เฉลยในรูปท่ี 2 (ข) 
เม่ือพิจำรณำควำมเร็วจำกสมกำรท่ี (12) เม่ือ

0 (1,0,0)r  และ
0  จะไดว้ำ่ 

              
(cos 1)sin 2 0

(cos 1)cos 2 cos 1

sin cos sin

v

 

    

  

   
   

   
   
      

 (18) 

ดงันั้นซ่ึงเม่ือเปล่ียนหน่วยเป็นกิโลเมตรต่อชัว่โมง 
       ˆ ˆˆ ˆcos 1 sin cos 1 sinRv R j k V j k                   

จะเห็นวำ่สอดคลอ้งกบัสมกำร 
Error! Reference source not found. พอดี ซ่ึงแสดงใหเ้ห็นวำ่
ค ำตอบของวธีิกำรใชเ้มตริกซ์กำรหมุนสอดคลอ้งกบัค ำตอบของ
กำรแข่งขนัทุกประกำร 
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รูปที ่3 เสน้ทำงกำรเคล่ือนท่ีตำมโจทยข์อง IOAA 

 
จำกสมกำร (18) ยงัสำมำรถท ำให้หำจุดวกกลับซ่ึงไม่

สำมำรถท ำได้โดยใช้กำรวิเครำะห์เชิงคุณภำพได้ ท่ีจุดวกกลับ
องค์ประกอบของเวกเตอร์ควำมเร็วตำมแนวแกน y จะตอ้งเป็น
ศูนย์ ดังนั้ นเม่ือ  และ   คงท่ี cos2 0  ซ่ึงจะเป็นไปได้เม่ือ

2
2 4

m m
 

 
 

    
 

โดยท่ี m เป็นจ ำนวนค่ี ซ่ึงตรงกับเวลำ

8

T
t m

 
  

 
ซ่ึงในท่ีน้ีตรงกับ 3, 9, 15, 21 ชั่วโมงตำมล ำดับสอด

ลอ้งกบัรูปท่ี 3 ซ่ึงเม่ือแทนค่ำลงในสมกำร (17) จะไดต้  ำแหน่งท่ี
เป็นจุดวกกลบัคือ 

                           
cos 1

1
(cos 1)

4 2
2 sin

r

m
r




 



 
  

       
   

 

 

ซ่ึ ง จ ำก ส ม ก ำร  (1 0 )  จ ะ ไ ด้ ว่ ำ จุ ด ว ก ก ลั บ อ ยู่ ท่ี ล ะ ติ จู ด
2

arcsin sin 16 20 9.84
2

 
 

     
 

 

 

กำรค ำนวณโดยใชเ้มตริกซ์กำรหมุนน้ียงัแสดงใหเ้ห็นถึง
เสน้ทำงบนผิวโลกท่ีแตกต่ำงออกไปจำกแบบแอนำเลม็มำอีกดว้ย 
เสน้ทำงจะมีลกัษณะเปล่ียนไป ถำ้ก ำหนดใหต้ ำแหน่งเร่ิมตน้ของ
กำรเดินทำงเปล่ียนไปจำกท่ีโจทยก์ ำหนดน้ีดงัแสดงในรูปท่ี 4 และ
รูปท่ี  5 

สรุปผลการวเิคราะห์ 
กำรวิเครำะห์เส้นทำงกำรเคล่ือนท่ีบนผิวโลกจำกปัญหำ

ภำคทฤษฎีข้อท่ี 13 ในกำรแข่งขนัดำรำศำสตร์และฟิสิกส์ดำรำ
ศำสตร์ระหวำ่งประเทศคร้ังท่ี 6 พบวำ่กำรใชเ้มตริกซ์กำรหมุนได้

 
(ก)    0 0, 0 ,     

 
(ค)    0 0, 45 ,0     

 
(ข)    0 0, 0 ,     

 
(ง)    0 0, 45 ,0     

รูปที ่4 เสน้ทำงเดินบนผิวโลกเม่ือจุดเร่ิมตน้อยูใ่นแนวเหนือใตแ้ละตะวนัออกตะวนัตกของจุดอำ้งอิง 
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ให้ค  ำตอบทั่วไปได้เป็นอย่ำงดี วิธีน้ีนอกจำกจะสำมำรถท่ีจะ
แก้ปัญหำกรณีเฉพำะตำมท่ีโจทยต์อ้งกำรได้แลว้ ยงัได้แสดงให้
เห็นวำ่ต ำแหน่งและและควำมเร็วท่ีเวลำต่ำง ๆ ข้ึนกบัต ำแหน่งและ
เวลำเร่ิมตน้ ลกัษณะเสน้ทำงบนผิวโลกไม่จ ำเป็นตอ้งเป็นรูปแอนำ
เล็มมำตำมท่ีได้เฉลยไว้แต่ เพียงอย่ำงเดียว และยังสำมำรถ
ค ำนวณหำควำมเร็ว (ทั้งขนำดและทิศทำง) บนผิวโลกท่ีจุดต่ำง ๆ 
ได้ รวมถึงจุดวกกลับในกรณีเฉพำะตำมท่ีโจทย์ก ำหนดซ่ึงไม่
สำมำรถหำไดโ้ดยกำรวเิครำะห์เชิงคุณภำพ 

กติตกิรรมประกาศ 
ขอขอบคุณ คณะกรรมกำรจดักำรแข่งขนัโอลิมปิกดำรำ

ศำสตร์และฟิสิกส์ดำรำศำสตร์ ท่ีอนุญำตให้แปลและเผยแพร่
ขอ้สอบเป็นภำษำไทย 

ขอขอบคุณ อำจำรย์ ดร. สธน วิจำรณ์วรรณลักษณ์ 
ภำควิชำฟิสิกส์ คณะวิทยำศำสตร์ จุฬำลงกรณ์มหำวิทยำลยั และ
หัวหน้ำทีมตัวแทนประเทศไทยในกำรแข่งขันโอลิมปิกดำรำ
ศำสตร์และฟิสิกส์ดำรำศำสตร์ระหวำ่งประเทศคร้ังท่ี 3 และคร้ังท่ี 

6 ท่ีกรุณำอ่ำนต้นฉบับให้ควำมคิดเห็นท่ีเป็นประโยชน์กับกำร
เขียนบทควำมน้ี 

ขอขอบคุณ ผูช่้วยศำสตรำจำรย ์ดร. สรศกัด์ิ ด่ำนวรพงศ ์
ส ำนักวิชำวิทยำศำสตร์ มหำวิทยำลยัวลยัลกัษณ์ รองหัวหน้ำทีม
ตัวแทนประเทศไทยในกำรแข่งขันโอลิมปิกดำรำศำสตร์และ
ฟิสิกส์ดำรำศำสตร์ระหวำ่งประเทศคร้ังท่ี 8 ส ำหรับเอกสำรอำ้งอิง 
[1] และ [2] 

 
 

 
เอกสารอ้างองิ 
[1] Solutions: Celestial Coordinate Systems. In Aniket Sule, eds. A 

Problem Book in Astronomy and Astrophysics, 115-116. Suceava : 
Cygnus Publishing House, 2014. 

[2] Sandu, Mihail. Problems 2007-2013 Solutions, Comments, Details, 
Extensions. translated by Mihaela Iancu.  Suceava: Cygnus Publishing 
House, 2014. 

  
(ก)    0 0, 0 ,12    

 
(ค)    0 0, 12 ,12    

 
(ข)    0 0, 45 , 45      

 
(ง)    0 0, 60 , 45     

รูปที ่ 5 เสน้ทำงเดินบนผิวโลกเม่ือจุดเร่ิมตน้อ่ืน ๆ 
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การก่อกาํเนิดดาราจักรรี:   

จากเอกภพสู่แบบจําลองทางฟิสิกส์ 
ถิรวฒิุ วรกิจพนูผล1 

 

ลกัษณะทัว่ไปของดาราจกัรรี 

 ดาราจกัรรี (elliptical galaxy) ไดถู้กสังเกตการณ์มาเป็น

เวลานาน และเป็นหน่ึงในดาราจักรชนิดหลกัของลาํดับฮบัเบิล 

(Hubble sequence) ร่วมกบัดาราจกัรกน้หอย (spiral galaxy) ซ่ึงใน

กลุ่มของดาราจกัรรี เราสามารถจาํแนกระดบัของความรีท่ีปรากฎ

บนท้องฟ้า ได้ตั้ งแต่ E0 (วงกลม) จนถึง E7 (วงรี) โดยท่ี จาํนวน

เต็ม คือตัวเลขท่ีระบุความรี ค ํานวณจากค่าความรีของเส้นไอ

โซโฟต (isophote) คูณดว้ยจาํนวนเต็ม 10 หรืออีกนยัหน่ึง ค่าความ

รีของดาราจกัรสามารถบอกไดโ้ดยอา้งอิงกบัความรีของมวลส่อง

สว่างนั่นเอง เหตุผลท่ีเราไม่สามารถพบดาราจักรรีท่ีมีความรี

มากกวา่ E7 เช่ือวา่ ยิง่ดาราจกัรมีความรีมาก มนัจะยิง่ไม่เสถียรและ

มนัจะมว้นตวัเพ่ือลดความรีของตวัมันเอง ในขณะท่ีดาราจักรรี

ชนิด E3 เป็นชนิดท่ีถูกสังเกตเห็นไดม้ากท่ีสุด ตวัอย่างของดารา

จกัรรี ท่ีมีค่าความรีต่างๆ แสดงใน รูปท่ี 1  

 

 
               
 

รูปที ่1 ดาราจักร M89 (ซ้าย), M32 (กลาง) และ NGC4621 (ขวา) 

ซ่ึงเป็นชนิด E0, E2 และ E7 ตามลาํดับ (รูปภาพโดย 

http://cas.sdss.org/dr6/en/proj/basic/galaxies/ellipticals.asp) 

 

ถึงแมด้าราจกัรรีจะถูกคน้พบไดโ้ดยทัว่ไป แต่ความเขา้ใจ

ในววิฒันาการของรูปร่างยงัคงเป็นปริศนาสาํหรับนกัดาราศาสตร์

จนถึงทุกวนัน้ี หน่ึงในคาํถามท่ียงัคงรอการพิสูจนคื์อค่าความสวา่ง 

 

ของดาราจกัรรีท่ีเป็นเอกลกัษณ์เด่นชดั คือ ความส่องสว่างพ้ืนผิว

จะลดลงตามระยะจากจุดศูนยก์ลางตาม กฎของเดอโวคูเลอร์ (de 

Vaucouleurs’ law) [1] ซ่ึงกล่าวไวว้่า ค่าลอการิธึมของความส่อง

สว่างของพ้ืนผิวจะแปรผกผนักับระยะห่างจากจุดศูนย์กลางยก

กําลัง 1/4 อย่างไรก็ตาม ถึงแม้กฎน้ีจะเป็นท่ียอมรับกันอย่าง

กวา้งขวาง แต่นักดาราศาสตร์ก็ยงัไม่สามารถอธิบายในเชิงทฤษฎี

ได้ว่าดาราจักรรีมีความส่องสว่างเป็นลักษณะน้ีได้อย่างไร 

คาํอธิบายท่ีใกลเ้คียงท่ีสุด คือ หากความหนาแน่นของดาราจักร

ลดลงตามรัศมีในลกัษณะท่ีแปรผกผนักบัรัศมียกกาํลงั 4 ระบบจะ

สามารถให้ค่าความสว่างพ้ืนผิวท่ีมีลกัษณะดงัท่ีสังเกตเห็นซ่ึงการ

พิ สู จน์ ดังกล่าวเป็ น เพี ยงการป ระม าณ ท างอ้อม โด ยอิงกับ 

การจาํลองทางคอมพิวเตอร์เท่านั้ น  นอกจากน้ี การจาํลองทาง

คอมพิวเตอร์มากมายแสดงให้เห็นว่า ไม่ใช่ทุกระบบท่ีสามารถ

วิวฒันาการเขา้สู่ความหนาแน่นดังกล่าว เลขยกกาํลงัของความ

หนาแน่นเทียบกับรัศมีสามารถอยู่ในช่วง 3-4 ข้ึนกับเง่ือนไข

เร่ิมตน้  

ในเชิงกลศาสตร์สถิติ สมดุลหลกัของระบบไม่วา่จะเป็น

ระบบท่ีอยู่ภายใต้อันตรกิริยาใดๆ คือ สมดุลอุณหพลศาสตร์ 

(thermodynamic equilibrium) ซ่ึงเป็นสมดุลท่ีมีเอนโทรปีของ

โบลซ์มานน์ (Boltzmann entropy) สูงสุด ในทางดาราศาสตร์ หาก

พิจารณาวา่ระบบดาราจกัรเป็นระบบท่ีมีแรงดึงดูดในตวัเอง สมดุล

อุณหพลศาสตร์ของระบบดงักล่าว คือ ‘ทรงกลมไอโซเทอร์มอล’ 

(isothermal sphere) [2]  ซ่ึงมีลกัษณะท่ีสําคญั คือ ความหนาแน่น

จะแปรผกผนักับรัศมีของระบบจากจุดศูนยก์ลางยกกําลัง 2 แต่

ในทางปฏิบัติ การจะพิสูจน์วา่ดาราจกัรอยู่ในสถานะทรงกลมไอ

โซเทอร์มอลหรือไม่ ค่อนขา้งเป็นไปไดย้าก เพราะเราไม่สามารถ

วดัความหนาแน่นของดาราจกัรไดโ้ดยตรง นอกจากน้ี จากท่ีกล่าว

มาขา้งตน้ ระบบจากการจาํลองดว้ยคอมพิวเตอร์ใหค้วามหนาแน่น

1 อาจารย ์(ดร.) คณะวทิยาศาสตร์และเทคโนโลย ีมหาวทิยาลยัเทคโนโลยรีาชมงคลสุวรรณภูมิ 
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ท่ีแปรผกผนักับรัศมีเป็นเลขยกกําลงัในช่วง 3-4 ซ่ึงจะชันกว่าท่ี

ทฤษฎีทรงกลมไอโซเทอร์มอลทํานายไว ้นอกจากน้ี จากการ

วเิคราะห์อายขุองดาราจกัร ยิ่งทาํให้ยิง่ชดัเจนวา่ ดาราจกัรไม่มีทาง

ท่ีจะอยูใ่นสถานะทรงกลมไอโซเทอร์มอลได ้เพราะมีอายนุอ้ยกวา่

ระยะเวลาในการลู่เขา้สู่สมดุลอุณหพลศาสตร์มาก ซ่ึงระยะเวลา

ดงักล่าวมีค่านานกวา่อายขุองเอกภพ 

 

ทฤษฎทีีสํ่าคญัในยุคแรก 

หน่ึงในทฤษฎีทางเลือกยุคแรกเร่ิมท่ีพยายามจะอธิบาย

การการกระจายตวัของความสว่าง ได้ถูกเสนอโดย โดนัลด์ ลิน

เดน -เบลล์ (Donald Lynden-Bell) [3] ซ่ึงกล่าวว่า ดาราจักรรีท่ี

สงัเกตเห็นในปัจจุบนั อยูใ่น สถานะกึ่งหยุดนิ่ง (quasi-stationary 

state) เป็ น ผ ล จ าก ก ารผ่ อ น แ บ บ ไ ม่ มี ก าร ช น  (collisionless 

relaxation) ของกลุ่มแก๊สก่อนดาราจักร ซ่ึงสถานะดังกล่าวเป็น

สถานะคัน่กลางก่อนท่ีจะววิฒันาการต่อไปสู่สมดุลอุณหพลศาสตร์ 

เหตุผลท่ีทฤษฎีน้ีมีความเป็นไปได ้คือ อายขุองสถานะดงักล่าวจาก

การประมาณการโดยการแกว่งกวดัของสนามศกัย ์พบว่าสั้ นกว่า

อายขุองเอกภพมาก และมีค่านอ้ยกวา่อายขุองดาราจกัร นอกจากน้ี 

ลินเดน-เบลล ์ยงัไดท้าํนายฟังก์ชนัการกระจายตวัสาํหรับดาราจกัร

รีไวด้ว้ย โดยท่ี ฟังก์ชนัการกระจายตวั ท่ีลินเดน-เบลลท์าํนายไว ้มี

ลกัษณะคลา้ยกับสถิติของเฟอร์มิ-ดิแรก เน่ืองจากลินเดน-เบลล์

มองว่า วิวฒันาการของดาราจกัรในช่วงแรกเป็นไปตาม หลกัการ

กีดกันของเพาลี นั่นคือ แต่ละส่วนประกอบของดาราจักรไม่

สามารถอยูใ่นตาํแหน่งและมีความเร็วเหมือนกนัได ้และเคล่ือนท่ี

อยู่ภายใตส้นามเฉล่ีย (mean-field) ของทั้ งระบบ โดยท่ีอิทธิพล

ของสนามแรงจากอนุภาคขา้งเคียงเกือบจะไม่มีผลในววิฒันาการ 

แต่จากความซับซ้อนในเง่ือนไขทางสถิติของทฤษฎีของลินเดน-

เบลล ์และขอ้จาํกดัในการสังเกตการณ์ ทาํใหก้ารพิสูจน์ทฤษฎีของ

เขากบัดาราจกัรรีเกือบจะเป็นไปไม่ได ้อยา่งไรก็ตาม ถึงแมท้ฤษฎี

ของเขายงัไม่สามารถถูกตรวจสอบจากข้อมูลเชิงปริมาณ แต่

แนวคิดท่ีวา่ดาราจกัรรีเป็นสถานะก่ึงสถิตยซ่ึ์งเป็นผลจากการผ่อน

แบบไม่มีการชนภายใตส้นามเฉล่ีย ยงัคงได้รับการยอมรับอย่าง

กวา้งขวาง ทั้งในสาขาดาราศาสตร์ และสาขาอ่ืนๆ ท่ีเก่ียวขอ้ง 

ถึงแมน้ักดาราศาสตร์ยงัไม่สามารถอธิบายการกระจาย

ความสวา่งของดาราจกัรรีไดอ้ยา่งละเอียด แต่ปัญหาการเกิดรูปร่าง

รีก็ถูกศึกษากนัอยา่งกวา้งขวางโดยละเวน้ขอ้สงสัยในการกระจาย

ตัวของความสว่างไว้ สมมุติฐานของการก่อกําเนิดรูปร่างรี 

แบ่งเป็นสองกลุ่มหลกั คือ  

1) การชนและการรวมกนัของดาราจกัร  

2) การยบุตวัอยา่งรุนแรงของกลุ่มก๊าซเร่ิมตน้ 

สมมุติฐานแรก จะมุ่งเน้นไปท่ีดาราจักร 2 อัน (หรือ

มากกวา่นั้น) เขา้ชนกนัและรวมกนัเป็นดาราจกัรสุดทา้ยท่ีมีความรี 

จากสมมุติฐานน้ี ทาํให้เกิดแบบจาํลองการชนมากมาย  และให้

ผลลัพธ์ท่ี มีความรีคล้ายกับดาราจักรท่ีสังเกตเห็นบนท้องฟ้า 

เหตุผลท่ีมองว่าดาราจกัรรีสามารถเกิดจากการชนกนั คือ การชน

และรวมกนัอยา่งรุนแรงของดาราจกัร ทาํให้วงโคจรของดาวฤกษ์

ในดาราจกัรมีลกัษณะไม่เป็นระเบียบและกระจายตวัอยูทุ่กทิศทาง 

ซ่ึงสอดคลอ้งกบัวงโคจรของดาวฤกษ์ในดาราจกัรรีท่ีสังเกตเห็น 

ยิง่ไปกวา่นั้น แบบจาํลองการชนของดาราจกัร สามารถจาํลองการ

เกิดดาราจกัรแปลกอีกบางอนั เช่น ดาราจกัรลอ้เกวียน (cartwheel 

galaxy) [4] ซ่ึงผลจากการจําลองท างคอมพิ วเตอร์สามารถ

เปรียบเทียบกบั  การสงัเกตการณ์ดงัแสดงใน รูปท่ี 2  

 

 

 

รูปที ่2 (ซ้าย) ภาพดาราจักรล้อเกวยีนท่ีสังเกตเห็นในปัจจุบัน (ขวา) 

ภาพจากการจําลองทางคอมพิวเตอร์แสดงตาํแหน่งของแก๊สใน

ร ะ บ บ  ( ภ า พ จ า ก  Horellou & Combes, 2 0 0 0  [ 4 ]  ห รื อ 

http://aramis.obspm.fr/~combes) 

 

นอกจากน้ี การจาํลองท่ีมีความซับซ้อนข้ึน เช่น การใส่แก๊สร้อน

หรือการจาํลองแบบอุทกพลศาสตร์ (hydrodynamics) หรือการหา

อลักอริธึมในการจาํลองระบบท่ีประหยดัเวลามากข้ึน ก็ไดมี้การ

พฒันาข้ึนเช่นกนัเพ่ือให้สอดคลอ้งกบัสภาพของดาราจกัรจริงท่ีมี
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แก๊สร้อนเป็นส่วนประกอบ มีจํานวนดาวฤกษ์มาก และมีการ

ก่อกาํเนิดของดาวฤกษภ์ายใน อยา่งไรก็ตาม ถึงแมก้ารศึกษาดารา

จกัรในแบบจาํลองน้ีสามารถสร้างดาราจกัรท่ีมีความหลากหลาย 

แต่กรอบความเขา้ใจยงัคงข้ึนกบัการจาํลองทางคอมพิวเตอร์เป็น

หลกั 

สาํหรับสมมุติฐานท่ีสอง คือ การยบุตวัของกลุ่มแก๊สก่อน

ดาราจกัร จะมุ่งเนน้ไปท่ีระบบโดดเด่ียว ท่ีอยูภ่ายใตแ้รงดึงดูดท่ีไม่

เสถียรกับการยุบตัว หรือในอีกความหมายหน่ึงก็คือ แนวคิดน้ี

ศึกษาการเกิดเปล่ียนแปลงรูปร่างเป็นทรงรีของระบบท่ียุบตวัลง

จากแรงดึงดูดนั่นเอง ซ่ึงระบบเร่ิมต้นในแบบจําลองน้ี มักจะมี

สมมาตรทรงกลม การยบุตวัลงของระบบ สามารถมองไดว้่าเป็น

ระบบไม่ไอโซทรอปิกท่ีมีการเคล่ือนท่ีพุ่งเขา้ในแนวรัศมีเป็นหลกั 

(radially anisotropic) ซ่ึงนกัดาราศาสตร์เช่ือวา่ระบบดงักล่าวจะไม่

เสถียรต่อการเปล่ียนรูปร่าง ระบบจึงสามารถวิวฒันาการไปสู่

รูปร่างทรงรีได้ ซ่ึงสมมุติฐานน้ี ได้รับการพิสูจน์ดว้ยการจาํลอง

คอมพิวเตอร์ และพบวา่ ระบบในสมมาตรทรงกลมท่ีเยน็ จะยบุตวั

ลงในแนวรัศมีและผลลพัธ์ท่ีไดคื้อระบบมีความรีเกิดข้ึน ซ่ึงความรี

นั้นจะข้ึนกบัตวัแปรเร่ิมตน้ของระบบต่างๆ เช่น ค่าฟังก์ชนัความ

หนาแน่นในแนวรัศมี การแพร่กระจายของความเร็ว เป็นตน้ ซ่ึง

การก่อกาํเนิดรูปร่างรีจากระบบท่ียุบตวัในแนวรัศมีน้ี นักดารา

ศาสตร์หลายคนเช่ือว่าเช่ือมโยงกับความไม่เสถียรท่ีรู้จักในช่ือ 

‘ความไม่เสถียรของวงโคจรในแนวรัศม’ี (radial orbit instability) 

[5] ซ่ึงกล่าววา่ ในสมดุลของระบบท่ีมีการเคล่ือนท่ีในแนวรัศมีเป็น

หลกั ระบบจะไม่เสถียร และเกิดการเปล่ียนรูปร่างอยา่งมาก 

ถึงแมค้วามไม่เสถียรดงักล่าว จะเป็นท่ียอมรับกนัอย่าง

กวา้งขวางว่าเป็นตน้กาํเนิดของรูปร่างรี (หรือรูปร่างอสมมาตร) 

ของระบบ แต่การพิสูจน์ในเชิงทฤษฎีอย่างรัดกุมของความไม่

เสถียรต่อการเปล่ียนแปลงรูปร่างดงักล่าวยงัคงไม่สามารถพิสูจน์

ไดโ้ดยตรง ในปัจจุบนั ทฤษฎีดงักล่าวสามารถอนุมานไดโ้ดยออ้ม

จากขอ้สรุปดงัต่อไปน้ี 

ก) ในระบบท่ีไอโซทรอปิกในเชิงท่ัวไป ระบบจะมี

เสถยีรภาพเสมอหากฟังก์ชันการกระจายตัว (distribution function) 

เป็นฟังก์ชันลดกับพลงังาน [6] 

ข) ในระบบท่ีไม่ไอโซทรอปิกท่ีเง่ือนไขเร่ิมต้นเป็นชนิด

โพลีโทรป (polytrope) ซ่ึงมีสมการสถานะ (equation of state) 

ระหว่างความดัน และความหนาแน่น เป็นสมการยกกาํลัง (power 

law)  จากการศึกษาพบว่า หากการกระจายตัวของความเร็วอยู่ใน

แนวรัศมีท้ังหมด ระบบจะไม่มีเสถียรภาพต่อการรบกวนภายนอก 

[7] 

ค) ในการจาํลองด้วยคอมพิวเตอร์ หากระบบอนุภาคมวีง

โคจรส่วนใหญ่อยู่ในแนวรัศม ี หรือระบบมวิีวฒันาการโดยการ

ยบุตัว ระบบจะสูญเสียรูปร่างเดิมซ่ึงอาจเป็นรูปร่างใหม่ท่ีมี

ลกัษณะสามแกน (triaxial) [8]   ซ่ึงกคื็อทรงรีท่ีมแีกนหลกัสาม

แกนท่ียาวไม่เท่ากันน่ันเอง 

จะเห็นไดว้า่ ในขอ้พิสูจน์ 3 ขอ้ดงักล่าว ไม่มีส่วนใดท่ี

สามารถบอกไดว้า่ ความไม่เสถียรของระบบจากการท่ีมีวงโคจรใน

แนวรัศมีเป็นหลกั จะเช่ือมโยงโดยตรงกบัการเปล่ียนของรูปร่าง 

หรือ วงโคจรในแนวรัศมีจะทาํใหเ้กิดรูปร่างรีไดเ้ลย  ส่ิงท่ีนกัดารา

ศาสตร์ทราบ ไดม้าจากการอนุมานทางออ้มกบัทฤษฎีท่ีเก่ียวขอ้ง

กบัจากการจาํลองทางคอมพิวเตอร์เท่านั้น  นอกจากน้ี รูปร่าง

แทจ้ริง (intrinsic shape) ในสามมิติ ก็ยงัคงเป็นปัญหาท่ีนกัดารา

ศาสตร์ไม่สามารถตอบไดช้ดัเจน เน่ืองจากส่ิงท่ีนกัดาราศาสตร์

สามารถสงัเกตเห็นคือรูปร่างท่ีปรากฎใน 2 มิติเท่านั้น ท่ีปรากฎ

เป็นวงรี ซ่ึงรูปร่างแทจ้ริงสามารถเป็นไดท้ั้งแบบทรงกลมยดื 

(prolate) ทรงกลมแบน (oblate) หรือแบบสามแกน (triaxial) [9] 

ถึงแมค้วามเช่ือมโยงระหวา่งทฤษฎีความไม่เสถียรกบั

การเปล่ียนแปลงรูปร่างจะไม่เด่นชดั นกัดาราศาสตร์ก็ยงัคง

พยายามศึกษาเง่ือนไขของเสถียรภาพอยา่งต่อเน่ืองโดยอาศยัการ

จาํลองทางคอมพิวเตอร์เป็นหลกั ในการกาํหนดขีดจาํกดัของ

เสถียรภาพในช่วงตน้ นกัดาราศาสตร์หลายกลุ่มไดก้าํหนดตวัแปร

ต่างๆ ข้ึนมาเพ่ือทาํการศึกษา ตวัแปรท่ีพ้ืนฐานท่ีสุด คือ อตัราส่วน

ไวเรียล (virial ratio) ซ่ึงคาํนวณจากสองเท่าของพลงังานจลน์หาร

ดว้ยพลงังานศกัยข์องระบบ [10] ในกรณีท่ีเง่ือนไขเร่ิมตน้มี

อตัราส่วนไวเรียลตํ่า ระบบจะยบุตวัในแนวรัศมี ซ่ึงในกรณีน้ีจะ

คลา้ยกบักรณีท่ีระบบอยูใ่นสถานะท่ีวงโคจรส่วนใหญ่อยูใ่นแนว

รัศมีและมีการววิฒันาการ จากการจาํลองดว้ยคอมพิวเตอร์พบวา่ 

ววิฒันาการท่ีเกิดจากการยบุตวัของระบบ สามารถนาํไปสู่ระบบ

สุดทา้ยท่ีมีลกัษณะทรงรีใน 3 มิติได ้จากการทดลองโดยการจาํลอง

ทางคอมพิวเตอร์ของหลายกลุ่ม พบวา่ ขีดจาํกดัของอตัราส่วนไว

เรียลสูงสุดท่ีก่อใหเ้กิดการเปล่ียนแปลงรูปร่างของระบบท่ีมีความ
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หนาแน่นเร่ิมตน้ต่างๆ อยูท่ี่ประมาณ 0.1 (หมายเหตุ ท่ีสมดุลเชิง

พลวตั (dynamical equilibrium) อตัราส่วนไวเรียลมีค่าเท่ากบั 1 

ระบบในภาพรวมจะหยดุน่ิง) ในกรณีท่ีมีการกระจายความเร็วแบบ

ไอโซโทรปิก เม่ืออตัราส่วนไวเรียลมีค่าสูงกวา่น้ีจะเกิดการยบัย ั้ง

การเปล่ียนแปลงรูปร่างของระบบ ซ่ึงสามารถอธิบายไดว้า่ การ

กระจายความเร็วท่ีเพ่ิมข้ึนตามอตัราส่วนไวเรียลมีผลคลา้ยกบัการ

เพ่ิมความดนัของแก๊สตามทฤษฎีจลน์ เพ่ือตา้นการยบุตวัจากแรง

ดึงดูด ระบบเลยเสถียรต่อการเปล่ียนรูปร่างนัน่เอง 

นอกจากอตัราส่วนไวเรียล ตวัแปรอีกตวัหน่ึงท่ีสามารถ

ใชศึ้กษา และมีความเช่ือมโยงมากกวา่ คือ อตัราส่วนความไม่ไอโซ

โทรปี (anisotropic ratio) ของระบบเร่ิมตน้ [11] โดยคาํนวณจาก

อตัราส่วนของพลงังานจลน์ในแนวรัศมีต่อพลงังานจลน์ในแนว

เสน้สมัผสัวง ซ่ึงมีค่าตั้งแต่ 0 (การเคล่ือนท่ีทั้งหมดอยูใ่นแนวเสน้

สมัผสัผิวทรงกลม) จนถึง อนนัต ์ (การเคล่ือนท่ีทั้งหมดอยูใ่นแนว

รัศมี) จากการศึกษา พบวา่ หากระบบมีค่าอตัราส่วนดงักล่าวสูง ซ่ึง

หมายถึงวงโคจรของอนุภาคอยูใ่นแนวรัศมีเป็นหลกั ระบบจะมี

โอกาสการเปล่ียนแปลงรูปร่างมาก อยา่งไรก็ตาม ถึงแมผ้ลดงักล่าว

จะเป็นท่ีคาดการณ์ได ้ แต่จุดแบ่งเฟส ซ่ึงสามารถมองวา่เป็นเสน้

แบ่งระหวา่ง สถานะท่ีเกิดววิฒันาการรูปร่าง กบั สถานะท่ีรูปร่าง

เสถียร สามารถอนุมานโดยออ้มจากการจาํลองคอมพิวเตอร์เท่านั้น 

เง่ือนไขของความไม่เสถียรภาพท่ีแน่ชดัยงัไม่สามารถคาํนวณได้

โดยตรง 

 

การศึกษาทางทฤษฎใีนยุคปัจจุบนั 

 ต่อมา การศึกษาเสถียรภาพเร่ิมมีความซบัซอ้นมากข้ึน  

นกัดาราศาสตร์บางกลุ่มไดเ้ช่ือมโยง ระดบัความไม่เสถียรกบัค่า

การกระเพ่ือมของความหนาแน่นเร่ิมตน้ (initial density 

fluctuation) ของเง่ือนไขเร่ิมตน้ในระบบอนุภาค N ตวั โดยเสนอ

วา่ ยิง่การกระเพ่ือมของความหนาแน่นมีแอมพลิจูดสูง ระบบจะ

เกิดการเปล่ียนแปลงรูปร่างสูงตาม การศึกษาในหวัขอ้น้ีสามารถ

แบ่งออกไดเ้ป็น 2 มุมมอง คือ 

 1) การกระเพ่ือมของความหนาแน่นในระดบัมหพัภาค 

(macroscopic) ซ่ึงสามารถศึกษาสร้างไดจ้ากความหนาแน่นเร่ิมตน้

ท่ีไม่สมํ่าเสมอ เช่น ความหนาแน่นแบบตวัประกอบกาํลงั (power-

law) แบบกระจุก (clumpy) [12] จากการศึกษา พบวา่ ความไม่

สมํ่าเสมอของความหนาแน่น ดงักล่าว (ซ่ึงอาจมองไดว้า่เป็นการ

กระเพ่ือมในระดบัมหพัภาค) ทาํใหเ้กิดการยบุตวัอยา่งรุนแรงและ

เกิดแกนกลางท่ีมีความหนาแน่นสูงมากและมีรูปร่างเบ่ียงจากทรง

กลม ความไม่สมํ่าเสมอน้ี ถูกมองวา่เป็นแหล่งกาํเนิดของความไม่

เสถียร โดยจะหายไปเม่ือเง่ือนไขเร่ิมตน้มีความหนาแน่นท่ี

สมํ่าเสมอ  

 2) ในกรณีความหนาแน่นสมํ่าเสมอ  การกระเพ่ือมของ

ความหนาแน่นในระดบัมหพัภาคหายไป แต่จะเกิดการกระเพ่ือม

ของความหนาแน่นในระดบัจุลภาค (microscopic) ข้ึนมาอยา่ง

เด่นชดั [13] ซ่ึงแอมพลิจูดการกระเพ่ือมในระดบัน้ี สามารถ

ประมาณการไดด้ว้ย การกระเพ่ือมแบบปัวซง (Poisson 

fluctuation) ซ่ึงจะลงลงตามจาํนวนอนุภาคในระบบ หากพิจารณา

ระบบ ‘เยน็’ หรือระบบท่ีไม่มีความเร็วเร่ิมตน้อยูเ่ลย จะพบวา่

ระบบจะววิฒันาการในลกัษณะการยบุตวัอยา่งรุนแรงเน่ืองจาก

อนุภาคไม่มีความเร็วท่ีจะตา้นแรงดึงดูดสู่ศูนยก์ลาง 

จากการวเิคราะห์พลศาสตร์ของการยบุตวั พบวา่ แอมพลิ

จูดของการกระเพ่ือมของความหนาแน่นเร่ิมตน้ สามารถเช่ือมโยง

กบัการกระเพ่ือมของความเร็วท่ีตกลงสู่จุดศูนยก์ลางได ้ ซ่ึงการ

กระเพ่ือมของความเร็วน้ี ทาํใหร้ะบบเดิมท่ีอยูใ่นสมมาตรทรงกลม 

สามารถววิฒันาการไปสู่ทรงรีไดเ้น่ืองจากอนุภาคพุง่ออกดว้ย

ความเร็วท่ีไม่เท่ากนัในสมมุติฐานท่ีวา่ อนุภาคท่ีพุง่ออกดว้ย

ความเร็วสูงสุดจะสร้างแกนท่ียาวท่ีสุด (major axis) และอนุภาคท่ี

พุง่ออกดว้ยความเร็วนอ้ยท่ีสุดจะกลายเป็นแกนท่ีสั้นท่ีสุด (minor 

axis) ของรูปร่างสุดทา้ย ซ่ึงค่าความรี สามารถทาํนายไดว้า่

แปรผกผนักบัจาํนวนอนุภาคยกกาํลงั 1/3 ซ่ึงการทาํนายน้ี 

สอดคลอ้งกบัผลการจาํลองทางคอมพิวเตอร์ในช่วงอนุภาคตั้งแต่ 

1,000-16,000 ตวั ซ่ึงรายละเอียดของความรี หรือความแบน 

(flattening) ของระบบท่ีจาํนวนอนุภาคต่างๆ แสดงอยูใ่น รูปท่ี 3 

ซ่ึงจากภาพจะเห็นไดว้า่ ยิง่ระบบมีจาํนวนอนุภาคสูง ระบบจะมี

แนวโนม้ตํ่าท่ีเบ่ียงออกจากสมมาตรทรงกลม เป็นสาเหตุจากแอม

พลิจูดของการกระเพ่ือมของความหนาแน่นท่ีลดลง อนัเน่ืองจาก

หลกัพ้ืนฐานของกลศาสตร์สถิติของระบบอนุภาค N ตวั เม่ือใน

ระบบมีการกระจายตวัแบบสุ่ม เราจะไดว้า่การกระเพ่ือมของความ

หนาแน่นในบริเวณใดๆ จะลดลงตาม N เสมอ 
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นอกจากน้ี ถึงแมว้า่ระบบเร่ิมตน้จะมีสมมาตรทรงกลม

เหมือนกนั แต่จากการกระเพ่ือมของความหนาแน่นท่ีสถานะ

เร่ิมตน้ ซ่ึงไดก้ระจายตวัแบบสุ่มในแต่ละตวัอยา่ง (realization) ก็

สามารถทาํใหรู้ปร่างสุดทา้ยมีความแตกต่างกนัอยา่งเห็นไดช้ดั ซ่ึง

รูปร่างสุดทา้ยอาจใกลเ้คียงทรงกลม เป็นทรงกลมยดื เป็นทรงกลม

แบน หรือมีลกัษณะสามแกน รูปร่างสุดทา้ยของตวัอยา่งทั้งหมด 

110 ตวัอยา่ง (70 ตวัอยา่งสาํหรับระบบ 1000 อนุภาค และ 40 

ตวัอยา่งสาํหรับระบบ 2000 อนุภาค) ซ่ึงเร่ิมจากสมมาตรทรงกลม 

ไดส้รุปอยูใ่นแผนภูมิท่ี 4 ซ่ึงแบ่งระบบสุดทา้ยออกเป็น 4 รูปร่าง 

ซ่ึงจากแผนภูมิ จะเห็นไดว้า่รูปร่างสุดทา้ยของระบบมีความ

แตกต่างกนัอยา่งมากตั้งแต่ทรงกลม จนถึงรูปร่างสามแกน 

 

 
 

รูปที ่3 ค่าความแบน (i80) ของระบบอนุภาคท่ีมจีาํนวนอนุภาค (N) 

ต่างๆ (ภาพจาก Worrakitpoonpon, 2015 [13]) 

 

 
 

รูปที ่ 4 ค่าดัชนีรูปร่างของระบบ 110 ตัวอย่าง ซ่ึงแบ่งรูปร่าง

สุดท้ายออกเป็น ใกล้เคียงทรงกลม (บริเวณล่างซ้าย) ทรงกลมยืด 

(prolate) ทรงกลมแบน (oblate) และสามแกน (triaxial)  (ภาพจาก 

Worrakitpoonpon, 2015 [13]) 

นอกจากน้ี ส่ิงท่ีเกิดข้ึนเสมอเม่ือระบบมีการยบุตวัอยา่งรุนแรงก่อน

เขา้สู่สมดุลเชิงพลวตั คือ โครงสร้างของระบบสุดทา้ยจะมีลกัษณะ

เป็นแบบ ‘แก่น-แฮโล’ (core-halo) ซ่ึงประกอบดว้ยแกนกลางท่ีมี

ความหนาแน่นสูง หรือ ‘แก่น’ ลอ้มรอบดว้ยบริเวณท่ีมีความ

หนาแน่นตํ่าท่ีมีมีบริเวณกวา้ง หรือ ‘แฮโล’ ซ่ึงจากการศึกษา พบวา่

ท่ีแก่นจะตรงกบัสถานะดีเจเนอเรท (degenerate state) ซ่ึงเป็น

สถานะท่ีไม่สามารถถูกบีบอดัในปริภูมิเฟสไดอี้ก และบริเวณ

แฮโล จะมีความหนาแน่นตํ่าและคงท่ี [14] และในระหวา่งท่ีระบบ

ววิฒันาการสู่สถานะดงักล่าว จะมีการคายมวลและพลงังานออกมา

บางส่วน [15] ซ่ึงทาํใหม้วลและพลงังานของสถานะสมดุลเชิง

พลวตัลดลงจากเง่ือนไขเร่ิมตน้ ซ่ึงมวลและพลงังานท่ีคายออกมาน้ี 

ก็สมัพนัธ์กบัการกระเพ่ือมของความหนาแน่นดว้ยเช่นกนั 

จากท่ีไดก้ล่าวมาขา้งตน้ จะเห็นไดว้า่ถึงแมน้กัดารา

ศาสตร์จะมีทฤษฎีมากมายท่ีใชศึ้กษาดาราจกัรรี แต่ความเขา้ใจใน

ววิฒันาการของรูปร่างยงัคงจาํกดัเน่ืองจากปัจจยัหลกั  
คือ ขอ้จาํกดัในการสงัเกตการณ์ ทาํใหก้ารเปรียบเทียบกบัทฤษฎี

เป็นไปไดย้าก การศึกษาในเชิงทฤษฎีส่วนใหญ่จึงข้ึนอยูก่บัการ

เปรียบเทียบกบัการจาํลองทางคอมพิวเตอร์ ในส่วนตวับทของ

ทฤษฎีเองก็ยงัคงไม่สมบูรณ์อีกหลายส่วน และอยูใ่นระหวา่งการ

พฒันาเช่นกนั  สุดทา้ยน้ี ผูเ้ขียนหวงัเป็นอยา่งยิง่วา่บทความน้ีจะ

เป็นประโยชน์แก่ผูท่ี้สนใจในทางฟิสิกส์ดาราศาสตร์ไม่มากก็นอ้ย 

เพ่ือเป็นรากฐานในการพฒันาทั้งในดา้นการเรียนการสอนและ 
การวจิยัดา้นฟิสิกส์ดาราศาสตร์ต่อไป 
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